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ω ⊂⊂ Ω : ω est un ouvert et ω est un compact de Ω
Ck(Ω) : espace des fonctions de classe Ck (k ∈ N ∪ {∞}) et à valeurs réelles
sur l’ouvert Ω
Ck(Ω) : espace des fonctions de classe Ck (k ∈ N∪{∞}) et à valeurs réelles sur
l’ouvert Ω dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal à k admettent
des prolongements continus à Ω
Ck,θ(Ω), Ck,θunif(Ω) : espaces de Hölder, voir la définition A.40
suppu ∶= {x ∈ Ω ∣ u(x) ≠ 0} : support d’une fonction u ∶ Ω→ C, voir la défini-
tion A.1.
Cc(Ω) ∶= {u ∈ C(Ω) ∣ suppu est compact dans Ω} : espace des fonctions conti-
nues, à valeurs réelles et à support compact dans Ω, voir la définition A.1.
Ckc (Ω) ∶= Ck(Ω) ∩ Cc(Ω) : espace des fonctions de classe Ck (k ∈ N ∪ {∞}), à
valeurs réelles et à support compact dans Ω
C∞c,r(RN) : espace des fonctions C∞c (RN) à symétrie radiale
∇u ∶= (∂1u, . . . , ∂Nu) : gradient de la fonction u
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Introduction

L’équation de Schrödinger non linéaire
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

i∂tu = −∆u − ∣u∣q−2u, (t, x) ∈ [0, T [ × RN ,

u(0, x) = u0(x), u0 ∶ RN → C,
(NLS)

est une importante équation aux dérivées partielles d’évolution (voir [12, 13,
40, 17, 37]). Dans l’écriture précédente, i2 = −1, ∆ = ∑1⩽i⩽N ∂ii désigne le
laplacien sur RN et q > 2 est un paramètre réel. Comme pour les équations
différentielles ordinaires (EDO), une solution du problème (NLS) consiste en
la donnée d’un intervalle temporel [0, T [ et d’une fonction u ∶ [0, T [×RN → C
vérifiant l’équation et la condition initiale. Cette équation a de nombreuses
applications en physique (voir [2]).

Les solutions de (NLS) obéissent (au moins formellement) à des lois de
conservation.
Ainsi, la masse L2,

∥u(t, ⋅)∥L2 ∶= (∫
RN

∣u(t, x)∣2 dx)
1/2

,

et l’énergie,

E(u(t, ⋅)) ∶= 1
2 ∫RN

∣∇u(t, x)∣2 dx − 1
q ∫RN

∣u(t, x)∣q dx

(où le gradient est pris par rapport à x) sont préservées au cours de l’évo-
lution. Autrement dit, si u est une solution du problème alors les égali-
tés ∥u(t, ⋅)∥L2 = ∥u0∥L2 et E(u(t, ⋅)) = E(u0) sont vérifiées pour tout temps
t ∈ [0, T [.

D’après l’expression de ces lois de conservation, il est naturel de chercher
des solutions u(t) ∶= u(t, ⋅) qui sont des fonctions de [0, T [ dans l’espace
de Sobolev H1(RN ; C) = {u ∈ L2(RN ; C) ∣ ∇u ∈ L2(RN ; C)N}. D’après le
théorème de plongement de Sobolev (théorème A.41), l’espace H1(RN ; C)
s’injecte dans Lp(RN ; C) pour tout p ∈ R ∩ [2,2∗], où l’exposant critique 2∗

1



2 Introduction

vaut 2N/(N − 2) si N ⩾ 3 et est infini si N ∈ {1,2}. Ainsi, l’énergie est bien
définie sur H1(RN ; C) lorsque q ∈ R ∩ [2,2∗].

Un résultat de Ginibre et Velo (voir [21]) implique que l’équation (NLS)
est bien posée dans H1(RN ; C) pour tout 2 < q < 2∗. Autrement dit, si u0 ∈
H1(RN ; C), il existe un temps T ∈ ]0,+∞] et une unique solution maximale
u ∈ C([0, T [,H1(RN ; C)) à l’équation (NLS).
La situation est semblable à celle des équations différentielles ordinaires :
• si T = +∞ alors la solution est dite globale ;
• si T < +∞ alors limt→T ∥∇u(t, ⋅)∥L2 = +∞ et on dit que la solution explose

en temps fini.
L’existence de solutions explosives est liée à la non-linéarité de l’équation.

En effet, toutes les solutions de l’équation de Schrödinger linéaire i∂tu = −∆u
sont globales dans H1(RN ; C).

On se demande quelle est l’influence de q et de la condition initiale u0 sur
la présence, ou non, de phénomènes d’explosion. On se demande également si
toutes les solutions explosent à la même vitesse que les solutions de l’équation
différentielle i∂tv = −∣v∣q−2v.

D’une part, l’équation (NLS) admet des ondes solitaires, à savoir des
solutions de la forme eitQ(x) où la fonction Q est solution de l’équation

−∆Q +Q = ∣Q∣q−2Q (EDPQ)

sur RN . Ces solutions sont inchangées (à une phase près) lors de l’évolution
et sont donc « à l’opposé » des phénomènes d’explosion.

D’autre part, l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg affirme que pour tout
2 < q < 2∗, il existe une constante Cq > 0 telle que pour toute fonction
v ∈H1(RN ; C), on a

∥v∥Lq ⩽ Cq ∥v∥1−s
L2 ∥∇v∥sL2

où s ∶= (q−2)N
2q . En utilisant les lois de conservation de la masse et de l’énergie

et l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on montre que

∥∇u(t)∥2
L2 = 2E(u0) + 2

q ∥u(t)∥
q
Lq ⩽ 2E(u0) + 2(Cq)

q

q ∥∇u(t)∥qs
L2 ∥u0∥q(1−s)L2 .

Si q < 2 + 4
N , l’exposant qs est strictement inférieur à 2 et l’inégalité précé-

dente implique que la norme ∥∇u(t)∥L2 est bornée uniformément en t. Dès
lors, l’exposant q = 2 + 4

N est l’exposant minimal pour lequel il peut y avoir
des solutions explosives. Ce cas, dit de masse-critique, est particulièrement
intéressant en dimension 2 où l’équation (NLS) avec q = 4 apparaît comme
un modèle de faisceau laser en optique non-linéaire, voir [17, 37]. Lorsque
q ⩾ 2 + 4

N , il est nécessaire de déterminer la constante optimale dans l’inéga-
lité de Gagliardo-Nirenberg afin d’obtenir des critères d’explosion optimaux.
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Les deux objectifs principaux de ce mémoire sont la détermination des cas
d’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg et l’étude de propriétés qua-
litatives des solutions de l’équation des ondes solitaires (EDPQ) dans l’espace
H1(RN).

Afin de trouver la constante optimale et un cas d’égalité dans l’inégalité de
Gagliardo-Nirenberg, il faut chercher un minimum global de la fonctionnelle 1

J (u) ∶=
∥u∥q(1−s)

L2 ∥∇u∥qs
L2

∥u∥qLq

sur l’espace H1(RN).
Il s’avère qu’il suffit de minimiser J sur l’espace H1

r (RN) des fonctions
H1(RN) à symétrie radiale. En effet, le procédé de réarrangement symétrique
décroissant associe à une fonction positive u avec le bon comportement à l’in-
fini une fonction u∗ radialement décroissante « de même taille » en préservant
toutes ses normes Lp. Pour tout t ∈ R, ce procédé symétrise l’ensemble de sur-
niveau {x ∈ RN ∣ u(x) > t} en une boule de même volume centrée en l’origine
(voir la figure 1 pour une illustration en dimension 1). Une importante inéga-
lité due à Polyá et Szegő affirme que si u appartient à H1(RN ; C), alors u∗
appartient également à H1(RN ; C) et ∥∇u∗∥L2 ⩽ ∥∇u∥L2 . Donc J (u∗) ⩽ J (u),
ce qui explique pourquoi nous pouvons nous restreindre à H1

r (RN).
Vu l’importance du procédé de réarrangement symétrique décroissant,

nous avons dédié le premier chapitre de ce mémoire à son étude ainsi qu’à
une preuve de l’inégalité de Polyá-Szegő.

∣x∣

u

∣x∣

u∗

Figure 1 – Réarrangement symétrique décroissant.

Dans le deuxième chapitre, nous prouvons qu’il existe une solution radiale
et positive de (EDPQ) qui atteint le minimum global de J . Ceci montre que
l’équation (EDPQ) des ondes solitaires et l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg

1. Comme il est d’usage, le terme « fonctionnelle » sera utilisé pour désigner des fonc-
tions définies sur des espaces de fonctions.
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fournissant des critères d’explosion sont intimement liées. Des identités dites
de l’énergie et de Pohožaev relient entre elles les normes ∥Q∥L2 , ∥Q∥Lq et
∥∇Q∥L2 des solutions de l’équation (EDPQ). Nous en déduisons que toutes
les solutions de l’équation (EDPQ) sont des points critiques de J . Afin de
prouver ces identités, nous établissons un résultat de régularité en utilisant
la « méthode du bootstrap W k,p ».

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de propriétés qualitatives des
solutions positives de l’équation (EDPQ). 2 Un argument basé sur le principe
du maximum implique que toutes les solutions positives de l’équation sont
strictement positives sur RN . Grâce à la « méthode du bootstrap Ck,θ », nous
prouvons ensuite que ces solutions sont de classe C∞. En utilisant la tech-
nique du « moving plane », nous montrons que toutes les solutions positives
sont radiales, ce qui complète le résultat d’existence d’une solution radiale
positive prouvé dans le deuxième chapitre. Nous prouvons ensuite un résul-
tat de décroissance exponentielle. Nous mentionnons des résultats concernant
l’unicité de la solution H1(RN) positive de l’équation (EDPQ).

À la fin de ce mémoire, nous aurons établi qu’il existe une unique solution
Q positive dans H1(RN) à l’équation (EDPQ) et que toutes les fonctions de
H1(RN) qui réalisent l’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg sont
données par

u(x) = µQ(λ(x − x0))
où µ ∈ R, λ > 0 et x0 ∈ RN .

Ces résultats permettent d’obtenir de nombreuses informations concer-
nant l’équation (NLS). Ainsi, dans le cas masse-critique q = 2+ 4

N , on montre
en exprimant la constante optimale dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
en fonction de ∥Q∥L2 que toute fonction u ∈H1(RN) vérifie l’inégalité

E(u) ⩾ 1
2∥∇u∥2

L2

⎛
⎝

1 −
∥u∥4/N

L2

∥Q∥4/N
L2

⎞
⎠

où Q est l’unique solution H1(RN) radiale positive de l’équation (EDPQ)
pour q = 2 + 4

N (voir [43]*Section 3).
Les lois de conservation de la masse et de l’énergie impliquent que la solu-

tion de l’équation (NLS) pour une condition initiale u0 ∈H1(RN ; C) telle que
∥u0∥L2 < ∥Q∥L2 est globale et bornée uniformément en temps dansH1(RN ; C).

La condition ∥u0∥L2 < ∥Q∥L2 est optimale : il existe des solutions explosives
lorsque ∥u0∥L2 ⩾ ∥Q∥L2 . En effet, en appliquant une « transformation pseudo-

2. Par convention, le terme « solutions positives » exclut la solution nulle.
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conforme » (voir [14, 23, 39]) à la solution eitQ(x), on obtient la solution
explicite

s(t, ⋅) ∶= ( T
T−t

)N/2
Q( xT

T−t
) exp(i( Tt

T−t −
∣x∣2

4(T−t))).

Cette solution vérifie l’égalité ∥s(t, ⋅)∥L2 = ∥Q∥L2 pour tout t ∈ [0, T [ et
∥∇s(t, ⋅)∥L2 ∼ 1

T−t (i.e. il existe c1, c2 > 0 tels que c1
T−t ⩽ ∥∇s(t, ⋅)∥L2 ⩽ c2

T−t)
où T est le temps d’explosion. D’après un résultat de F. Merle (voir [30]), il
s’agit de l’unique solution explosive telle que ∥u0∥L2 = ∥Q∥L2 , aux invariances
de l’équation près.

Depuis les années 1970, des simulations numériques et des expansions
asymptotiques formelles ont permis d’étudier le comportement des solutions
explosives dans le cas ∥u0∥L2 > ∥Q∥L2 . Suite à ces travaux, il a été suspecté
(voir l’introduction de [18] et [37]) que des solutions explosant au régime

∥∇u(t)∥L2 ∼ ( log ∣ log(T − t)∣
T − t )

1/2

(log-log)

existent. En 2000, G. Perelman a montré l’existence de telles solutions en
dimension 1 (voir [34]).

Quelques années plus tard, F. Merle et P. Raphaël ont montré dans la
série d’articles [31, 33, 32], que toutes les conditions initiales u0 de norme
L2 légèrement supérieure à ∥Q∥L2 et d’énergie négative donnaient lieu à des
solutions explosant en temps fini selon le régime (log-log) (voir aussi [11] pour
une présentation de ces résultats).

Les résultats de Merle et Raphaël sont conditionnels à la validité d’une
propriété spectrale concernant la coercivité de formes quadratiques définies
à partir de la solution Q de (EDPQ) sur un espace de codimension finie
de H1(RN). Plus précisément, ces formes quadratiques sont définies par
ε↦ (L1ε ∣ ε)L2 et ε↦ (L2ε ∣ ε)L2 où

L1 ∶= −∆ + 2
N

( 4
N

+ 1)Q 4
N
−1 r∂rQ, L2 ∶= −∆ + 2

N
Q

4
N
−1 r∂rQ

et r ∶= ∣x∣ (rappelons que la fonction Q est radiale).
La propriété spectrale a été vérifiée en dimension N = 1 où la solution Q

de (EDPQ) vaut Q(x) = 31/4(cosh(2x))−1/2. Sa preuve en dimension N ⩾ 2
n’est pas aisée, notamment car aucune expression explicite de Q n’est connue.
Des expériences numériques concernant les estimées de coercivité ont été
réalisées dans [18] jusqu’en dimension N = 4 et dans [46] jusque N = 10.

Une analyse supplémentaire est nécessaire afin de développer des preuves
assistées par ordinateur de la propriété spectrale. L’étude des solutions de
l’équation (EDPQ) présentée dans ce mémoire, en particulier de la solution
H1(RN) radiale positive, est indispensable avant d’entamer un tel travail.



6 Introduction

Concluons cette introduction par quelques remarques.
• Bien que l’équation de Schrödinger porte sur des fonctions à valeurs

complexes, nous étudions l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg et l’équation
(EDPQ) pour des fonctions à valeurs réelles. Les techniques et résultats
présentés dans ce mémoire se généralisent au cas complexe. Ainsi, les
techniques « variationnelles » du deuxième chapitre peuvent être utilisées
sur H1(RN ; C). En prenant le module des fonctions, on peut se ramener
à l’étude des solutions positives comme nous le faisons en passant à la
valeur absolue pour les fonctions à valeurs réelles.

• Nous utilisons les conventions présentées dans la table de notations (voir
la page v).

• L’annexe A présente des résultats concernant les fonctions C∞ à support
compact, la convolution et les espaces de Sobolev utilisés intensivement
dans ce mémoire. Nous renvoyons à cette annexe lors de la première utili-
sation de certaines définitions et propriétés de base concernant ces espaces
et renvoyons systématiquement à l’annexe pour les résultats plus avancés.

• L’annexe B contient quelques résultats de principe du maximum qui
jouent un grand rôle dans le troisième chapitre. Ces résultats ont été
présentés dans un cours donné par Colette De Coster à l’UMONS [16].



Chapitre I

Réarrangement symétrique
décroissant

Dans ce chapitre, nous présenterons des procédés de symétrisation d’en-
sembles et de fonctions, en suivant principalement l’ouvrage de M. Willem
[44, Section 8.3] ainsi que les notes introductives de A. Burchard [10].

Avant de pouvoir symétriser des fonctions, nous devrons déterminer com-
ment il est possible de quantifier « la taille des ensembles de niveau » d’une
fonction positive définie sur RN et expliquer en quel sens les processus de
symétrisation préservent la taille de ces ensembles de niveau.

Nous étudierons ensuite le procédé de réarrangement symétrique décrois-
sant (ou symétrisation) et son comportement pour des fonctions continues
et différentiables ainsi que pour des fonctions positives dans L2(RN). Nous
verrons que la symétrisation de Schwarz préserve les normes L2 des fonctions.

L’objectif principal du chapitre est d’étudier ce procédé dans l’espace de
Sobolev H1(RN) (voir la définition A.24) et de prouver l’inégalité de Pólya-
Szegő (théorème I.70) affirmant que la symétrisation de Schwarz diminue la
norme L2 du gradient des fonctions de H1(RN).

En suivant l’approche présentée par M.Willem dans [44, Section 8.3], nous
étudierons d’abord une autre procédure de symétrisation : la polarisation.
Nous prouverons l’inégalité de Pólya-Szegő en approximant la symétrisation
par des polarisations, en un sens que l’on précisera dans la section I.5.

Cette démarche présente plusieurs intérêts.
• La polarisation est une procédure de symétrisation importante, notam-

ment dans ses applications à la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (voir [42]).

• Le résultat d’approximation de la symétrisation par des polarisations est
un résultat récent dû à J. Van Schaftingen (voir [41]) mais sa preuve est

7



8 Chapitre I — Réarrangement symétrique décroissant

néanmoins assez courte et ne requiert pas trop d’outils techniques.
• Nous pourrons ainsi obtenir une preuve « auto-contenue » de l’inégalité de

Pólya-Szegő sans techniques de théorie géométrique de la mesure et sans
inégalités isopérimétriques. Pour en savoir plus sur les procédés de symé-
trisation et le contexte général de l’inégalité, nous renvoyons le lecteur à
[10].
Dans ce chapitre, nous utiliserons des notions de théorie de la mesure.

Les résultats dont nous aurons besoin sont par exemple présentés dans [26].

I.1 Symétrisation de Schwarz des sous-ensembles
mesurables de RN

Définition I.1. La symétrisation de Schwarz d’un ensemble mesurable
A ⊆ RN est définie par

A∗ = {x ∈ RN ∣ ∣x∣NVol(B(0,1)) < Vol(A)}

où Vol désigne la mesure de Lebesgue sur RN .

Remarque I.2. D’après la définition,
• si Vol(A) = 0 alors A∗ est vide ;
• si 0 < Vol(A) < +∞ alors A∗ est la boule ouverte centrée en 0 et ayant le

même volume que A ;
• si Vol(A) = +∞ alors A∗ est égal à RN .
Remarque I.3. Il est clair que si A et B sont deux sous-ensembles mesurables
de RN , alors

A ⊆ B ⇒ A∗ ⊆ B∗.

Notation I.4. On note F∗ la famille d’ensembles définie par

F∗ ∶= {∅} ∪ {B(0, r) ∣ r > 0} ∪ {RN}.

Remarque I.5. Cette famille est composée des ensembles qui peuvent être
obtenus par symétrisation. Elle vérifie les propriétés ci-dessous.
• Tous les ensembles de F∗ sont mesurables.
• Étant donnés deux ensembles A,B ∈ F∗, on a A ⊆ B si et seulement si

Vol(A) ⩽ Vol(B). De plus, on a

Vol(A ∩B) = min(Vol(A),Vol(B)). (I.1)
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• La famille F∗ est stable par union quelconque.
• Deux éléments distincts de F∗ ont des volumes distincts.

Proposition I.6. Si A,B ⊆ RN sont deux ensembles mesurables, alors

Vol(A ∩B) ⩽ Vol(A∗ ∩B∗).

Démonstration. Puisque les ensembles A∗ et B∗ appartiennent à F∗, on a

Vol(A∗ ∩B∗) = min(Vol(A∗),Vol(B∗)) = min(Vol(A),Vol(B))

d’après l’égalité (I.1) et vu que la symétrisation préserve le volume. De plus,

Vol(A ∩B) ⩽ Vol(A) et Vol(A ∩B) ⩽ Vol(B).

Dès lors,

Vol(A ∩B) ⩽ min(Vol(A),Vol(B)) = Vol(A∗ ∩B∗).

Proposition I.7. Si (An)n⩾1 ⊆ RN est une suite croissante d’ensembles
mesurables, alors

⋃
n⩾1

A∗
n = (⋃

n⩾1
An)

∗

.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que si (En)n⩾1 ⊆ RN est une suite
croissante d’ensembles mesurables, alors

Vol(⋃
n⩾1

En) = sup
n⩾1

Vol(En). (I.2)

Dans notre cas, (An)n⩾1 et (A∗
n)n⩾1 sont deux suites croissantes d’en-

sembles mesurables. Dès lors, pour tout n ⩾ 1, on obtient

Vol(⋃
n⩾1

A∗
n) = sup

n⩾1
Vol(A∗

n) = sup
n⩾1

Vol(An) = Vol(⋃
n⩾1

An) = Vol
⎛
⎝
(⋃
n⩾1

An)
∗⎞
⎠

où on a utilisé l’égalité (I.2) avec (An)n⩾1 et (A∗
n)n⩾1 et le fait que la symé-

trisation préserve le volume.
Les ensembles (⋃n⩾1A∗

n) et (⋃n⩾1An)
∗ appartiennent à la famille F∗ car

les A∗
n appartiennent à la famille F∗ et que celle-ci est stable par union. On

conclut car deux éléments distincts de F∗ ont des volumes distincts.
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I.2 Mesures de l’image d’une fonction

I.2.1 Mesure push-forward et théorème de changement de
variables

Définition I.8. Soit u ∶ RN → [0,+∞] une application mesurable positive
(notons que la valeur +∞ est autorisée). La mesure push-forward λu de
la mesure de Lebesgue par u est définie par

λu(A) ∶= Vol(u−1(A)) pour A ⊆ [0,+∞] mesurable.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une mesure borélienne sur [0,+∞].

Remarque I.9. Dans le cadre des probabilités, le terme associé à celui de
mesure push-forward est celui de loi d’une variable aléatoire.

Proposition I.10. Deux fonctions u, v ∶ RN → [0,+∞] mesurables égales
presque partout engendrent la même mesure push-forward.

Démonstration. Soit A ⊆ [0,+∞] un ensemble mesurable. D’après l’inclusion

u−1(A) ∖ v−1(A) ⊆ {x ∈ RN ∣ u(x) ≠ v(x)},

l’ensemble u−1(A)∖v−1(A) est Lebesgue-négligeable. Il en est de même pour
v−1(A)∖u−1(A). Donc u−1(A) et v−1(A) sont égaux à un ensemble négligeable
près, d’où λu(A) = λv(A).

Rappelons ci-dessous la propriété fondamentale de la mesure push-forward.

Théorème I.11 (Changement de variables). Si u ∶ RN → [0,+∞] et
f ∶ [0,+∞]→ [0,+∞] sont deux fonctions mesurables alors on a

∫
RN
f(u(x))dx = ∫

[0,+∞]
f(t)dλu(t)

où les intégrales sont prises au sens de Lebesgue et où l’égalité est valable
y compris quand elles valent +∞.

Nous nous basons sur la preuve de [26, Proposition 8.1.1].
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Démonstration. Supposons d’abord que f = 1A est l’indicatrice d’un en-
semble mesurable A ⊆ [0,+∞]. Dès lors, on a

∫
RN

1A(u(x))dx = Vol(u−1(A)) = λu(A) = ∫
[0,+∞]

1A(t)dλu(t).

Par linéarité, on en déduit que cette égalité est vérifiée pour toute fonction
étagée positive. Puisque toute fonction mesurable positive est limite crois-
sante d’une suite de fonctions étagées positives (voir [26, Proposition 2.1.2]),
le résultat est également valable pour toute fonction mesurable positive f
d’après le théorème de convergence monotone.

Remarque I.12. Dans un contexte probabiliste, le théorème précédent est
appelé « théorème de transfert » ou « théorème de transport » (car la mesure
push-forward a été « transportée » du domaine RN vers [0,+∞] par u).

I.2.2 Sur-ensembles de niveau, décomposition layer-cake
et fonction de distribution

Définition I.13. Soit u ∶ RN → [0,+∞] une fonction positive. Les sur-
ensembles de niveau de u sont définis par

{u > t} ∶= {x ∈ RN ∣ u(x) > t}

pour un paramètre t ∈ R.

Remarque I.14. Plusieurs propriétés peuvent être exprimées en termes de
sur-ensembles de niveau.
• Une fonction positive u est déterminée par ses sur-ensembles de niveau

selon l’égalité
u(x) = sup{t ∈ R ∣ x ∈ {u > t}}. (I.3)

Même si u est positive, il faut prendre le supremum pour t appartenant à
R afin de traiter le cas des x tels que u(x) = 0 pour lesquels x n’appartient
à aucun ensemble {u > t} avec t ⩾ 0.

• Une fonction positive est mesurable si et seulement si ses sur-ensembles
de niveau le sont aussi.

• Deux fonctions mesurables positives u et v sont égales presque partout si
et seulement si leurs sur-ensembles de niveau sont égaux à un ensemble
négligeable près.
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Le sens direct de l’affirmation est clair. Pour le sens réciproque, nous
pouvons réécrire l’égalité (I.3) appliquée à u et à v comme

u(x) = sup{t ∈ Q ∣ x ∈ {u > t}}, v(x) = sup{t ∈ Q ∣ x ∈ {v > t}}.

Donc u et v sont égales presque partout car une union dénombrable d’en-
sembles négligeables est négligeable.

• Une fonction positive est semi-continue inférieurement 1 si et seulement
si ses sur-ensembles de niveau sont ouverts pour tout t ∈ R.

Proposition I.15 (Décomposition « layer-cake »). Si u ∶ RN → [0,+∞]
est une application mesurable positive et si x ∈ RN , alors l’application

[0,+∞[→ [0,+∞] ∶ t↦ 1{u>t}(x)

est mesurable et on a

u(x) = ∫
[0,+∞]

1{u>t}(x)dt.

Démonstration. Pour tout t ⩾ 0, on a

1{u>t}(x) = 1[0,u(x)[(t). (I.4)

On en déduit que l’application t ↦ 1{u>t}(x) est mesurable puisqu’il s’agit
de l’indicatrice de l’intervalle [0, u(x)[ et que les intervalles sont mesurables.
En intégrant l’égalité (I.4) sur [0,+∞], on obtient

∫
[0,+∞]

1{u>t}(x)dt = ∫
[0,+∞]

1[0,u(x)[(t)dt = u(x).

Définition I.16. Soit u ∶ RN → [0,+∞] une application mesurable posi-
tive. La fonction de distribution de u est définie par

µu(t) ∶= λu(]t,+∞]) = Vol({u > t}) ∈ [0,+∞]

pour tout t ∈ [0,+∞[.

1. Rappelons qu’une fonction u ∶ RN → R est dite semi-continue inférieurement en un
point x0 ∈ RN si et seulement si lim infx→x0 u(x) ⩾ u(x0). Elle est dite semi-continue
inférieurement sur RN si elle l’est en tout point de RN .
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Remarque I.17. La terminologie « fonction de distribution » est employée
dans les textes parlant de la symétrisation (voir [44, 10]). Elle diffère de la
terminologie des probabilités où le terme « fonction de distribution » désigne
généralement l’application t↦ P[X ⩽ t].

Proposition I.18. L’application

µu ∶ [0,+∞[→ [0,+∞] ∶ t↦ µu(t)

est décroissante et mesurable.

Démonstration. Si 0 ⩽ s ⩽ t < +∞, alors on a

{u > t} ⊆ {u > s}

d’où
µu(t) = Vol({u > t}) ⩽ Vol({u > s}) = µu(s).

Pour la mesurabilité, on remarque que l’image réciproque d’un intervalle de
[0,+∞] par µu est un intervalle, en particulier un sous-ensemble mesurable
de [0,+∞[.

Définition I.19. Une fonction positive u ∶ RN → [0,+∞] est dite admis-
sible si elle est mesurable et si ses sur-ensembles de niveau strictement
positifs sont de mesure finie i.e. si pour tout t > 0, on a µu(t) < +∞.

Proposition I.20. Si deux fonctions admissibles u, v ∶ RN → [0,+∞] ont
les mêmes fonctions de distribution, alors leurs mesures push-forward λu
et λv coïncident sur ]0,+∞].

Afin de prouver la proposition précédente, nous utiliserons le résultat de théo-
rie de la mesure ci-dessous (voir [26, Corollaire 1.4.2] pour une preuve).

Proposition I.21 (Un critère d’unicité de mesures). Soient µ et ν deux
mesures sur un espace mesurable (X,A). On suppose qu’il existe une
classe C ⊆ A stable par intersections finies telle que la sigma-algèbre
engendrée par C est égale à A et telle que µ(A) = ν(A) pour tout A ∈ C.
S’il existe une suite croissante (Xn)n⩾1 ⊆ C telle que X = ⋃n⩾1Xn et telle
que µ(Xn) = ν(Xn) < +∞ pour tout n ⩾ 1, alors µ = ν.
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Démonstration de la proposition I.20. Posons C ∶= {]t,+∞] ∣ t > 0}.
Par hypothèse, les mesures push-forward λu et λv coïncident sur C. La

sigma-algèbre engendrée par C est égale à la sigma-algèbre des boréliens
B(]0,+∞]).

De plus, la famille d’ensembles définie par (En)n⩾1 ∶= (] 1
n ,+∞[)

n⩾1 ⊆ C est
telle que ⋃n⩾1En = ]0,+∞] et on a λu(En) = λv(En) < +∞ pour tout n ⩾ 1.

Il en découle que λu et λv sont égales sur B(]0,+∞]) d’après le critère
d’unicité de mesures précédent (proposition I.21).

Remarque I.22. L’hypothèse d’admissibilité est importante dans la proposi-
tion I.20. En effet, dans le cas N = 1, les fonctions

u(x) ∶= 2 et v(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 si x < 0,
2 si x ⩾ 0

ont toutes les deux une fonction de distribution donnée par

µu(t) = µv(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

+∞ si t < 2,
0 si t ⩾ 2.

Par contre, elles n’ont pas la même mesure push-forward car

λu({1}) = 0 ≠ +∞ = λv({1}).

Remarque I.23. Les mesures push-forward ne coïncident en général pas sur
[0,+∞] à cause du poids de 0. En effet, dans le cas N = 1, les fonctions

u(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1/∣x∣ si x ≠ 0,
+∞ si x = 0

et v(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0 si x < 0,
+∞ si x = 0,
2/x si x > 0

ont la même fonction de distribution mais leurs mesures push-forward ne
coïncident pas sur [0,+∞]. En effet, si t ⩾ 0, alors on a

u(x) > t⇔ ∣x∣ < 1
t

et v(x) > t⇔ (x > 0 et x < 2
t
) .

Dès lors, on a µu(t) = µv(t) = 2
t pour tout t ⩾ 0. De plus, les mesures λu et

λv ne sont pas égales sur [0,+∞] puisque λu({0}) = 0 ≠ +∞ = λv({0}).
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x

{u > t}

x

{v > t}

Figure I.1 – Les fonctions u et v de la remarque I.23 et deux sur-ensembles
de niveau.

I.2.3 Lien entre la mesure push-forward, la fonction de dis-
tribution et l’intégration

Proposition I.24. Soit f ∶ [0,+∞[ → [0,+∞] une fonction croissante,
de classe C1 sur ]0,+∞[, continue sur [0,+∞[ et telle que f(0) = 0.
Puisque f est croissante, on peut étendre f à [0,+∞] en posant

f(+∞) ∶= lim
t→+∞

f(t)

où la limite existe au sens large et appartient à [0,+∞].
Si u ∶ RN → [0,+∞] est une fonction admissible alors on a

∫
RN
f(u(x))dx = ∫

]0,+∞]
f(t)dλu(t) = ∫

]0,+∞[
f ′(s)µu(s)ds,

où ces intégrales sont comprises au sens de Lebesgue. Le résultat est
valable y compris quand elles valent +∞.

Démonstration. D’après l’égalité f(0) = 0 et le théorème de changement de
variables (théorème I.11), on a

∫
RN
f(u(x))dx = ∫

]0,+∞]
f(t)dλu(t).

Puisque f est de classe C1 sur ]0,+∞[, continue sur [0,+∞[ et que f(0) = 0,
on a pour tout t ∈ ]0,+∞] l’égalité

f(t) = ∫
]0,t[

f ′(s)ds. (I.5)

Puisque f est croissante, on a f ′(s) ⩾ 0 pour tout s ∈ [0,+∞[. En utilisant le
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théorème de Fubini pour les fonctions positives, on conclut que

∫
]0,+∞]

f(t)dλu(t) = ∫
]0,+∞]

(∫
]0,t[

f ′(s)ds) dλu(t)

= ∫
]0,+∞[

f ′(s) (∫
]s,+∞]

1 dλu(t)) ds

= ∫
]0,+∞[

f ′(s)λu(]s,+∞])ds

= ∫
]0,+∞[

f ′(s)µu(s)ds.

Remarque I.25. L’hypothèse de croissance sur la fonction f n’est pas essen-
tielle dans la proposition I.24. Elle permet d’utiliser le théorème de Fubini
pour les fonctions positives ce qui autorise f à prendre des valeurs infinies.

Corollaire I.26 (Principe de Cavalieri). Si u ∶ RN → [0,+∞] est une
fonction mesurable positive, alors on a

∫
RN
udx = ∫

]0,+∞[
µu(t)dt.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition I.24 avec f(t) = t.

I.3 Symétrisation des fonctions admissibles

I.3.1 Définitions et premières propriétés

Théorème I.27. Soit u ∶ RN → [0,+∞] une fonction admissible. Il existe
une unique fonction positive u∗ dont les sur-ensembles de niveau sont
donnés pour tout t ∈ R par {u∗ > t} = {u > t}∗.

Démonstration. L’unicité se déduit du fait qu’une fonction positive est dé-
terminée par ses sur-ensembles de niveau.

Afin de prouver l’existence, on définit

u∗(x) ∶= sup{t ∈ R ∣ x ∈ {u > t}∗},

cette écriture étant motivée par l’égalité (I.3).
Étant donné t ∈ R, montrons que l’égalité {u∗ > t} = {u > t}∗ est vérifiée.

Prouvons les deux inclusions séparément.
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• Si x ∈ {u∗ > t}, c’est-à-dire si u∗(x) > t, alors il existe s > t tel que
x appartient à {u > s}∗ par définition de u∗ en tant que supremum.
Dès lors, x appartient à {u > t}∗ puisque l’inclusion {u > s} ⊆ {u > t}
implique que {u > s}∗ ⊆ {u > t}∗.

• D’après la proposition I.7, on a

{u > t}∗ = (⋃
s>t

{u > s})
∗

=⋃
s>t

{u > s}∗.

Si x ∈ {u > s}∗, alors u∗(x) ⩾ s par définition de u∗ en tant que supremum,
donc u∗(x) > t car s > t. Dès lors, on a {u > t}∗ ⊆ {u∗ > t}.

Définition I.28. La fonction u∗ du théorème précédent est appelée
symétrisation (de Schwarz) de u.

Remarque I.29. Les propriétés listées ci-dessous sont vérifiées.

• La symétrisation de Schwarz est compatible avec la symétrisation des
ensembles car, pour tout ensemble mesurable A ⊆ RN , on a 1A∗ = (1A)∗.

• La symétrisée u∗ est une fonction radiale décroissante, c’est-à-dire que
pour tout x, y ∈ RN , on a ∣x∣ ⩽ ∣y∣⇒ u∗(x) ⩾ u∗(y).
En particulier u est radiale, c’est-à-dire que pour tout x, y ∈ RN , on a
∣x∣ = ∣y∣⇒ u∗(x) = u∗(y).

• Deux fonctions égales presque partout ont la même symétrisée de Schwarz.

Proposition I.30. Si u ∶ RN → [0,+∞] est une fonction admissible alors
sa symétrisée de Schwarz u∗ est semi-continue inférieurement et pour
tout t > 0, on a µu(t) = µu∗(t).

Démonstration. Par définition de u∗, {u∗ > t} est égal à {u > t}∗ qui est une
boule ouverte. Les sur-ensembles de niveau de u∗ sont donc ouverts et u∗ est
semi-continue inférieurement. De plus, on a

µu(t) = Vol({u > t}) = Vol({u > t}∗) = Vol({u∗ > t}) = µu∗(t).
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Proposition I.31. Soient u ∶ RN → [0,+∞] et f ∶ [0,+∞] → [0,+∞]
deux fonctions mesurables. Si on suppose que f(0) = 0 ou que u est
strictement positive, alors on a

∫
RN
f(u(x))dx = ∫

RN
f(u∗(x))dx.

Démonstration. La proposition I.30 implique que les fonctions u et u∗ ont
la même fonction de distribution. D’après la proposition I.20, leurs mesures
push-forward λu et λu∗ coïncident sur ]0,+∞]. En utilisant le théorème de
changement de variables (théorème I.11), on obtient

∫
RN
f(u(x))dx = ∫

]0,+∞]
f(t)dλu(t) = ∫

]0,+∞]
f(t)dλu∗(t) = ∫

RN
f(u∗(x))dx

car f(0) = 0 ou u > 0 et u∗ > 0.

Remarque I.32. L’hypothèse « f(0) = 0 » est nécessaire dans la proposition
précédente. En effet, si u et v sont les fonctions de la remarque I.23, alors les
fonctions u et v∗ sont égales mais pour f(t) = 1{0}(t) on a

∫
RN
f(u(x))dx = 0 ≠ +∞ = ∫

RN
f(v(x))dx.

I.3.2 Pseudo-inverse de µu

Définition I.33. Si u ∶ RN → [0,+∞] est une application mesurable
positive, le pseudo-inverse de sa fonction de distribution µu est défini
pour tout s ⩾ 0 par

µ#
u (s) ∶= sup{t ∈ R ∣ µu(t) > s}.

La proposition suivante permet d’exprimer la symétrisée d’une fonction
u à partir du pseudo-inverse de sa fonction de distribution.

Proposition I.34. Si u ∶ RN → [0,+∞] est une application admissible,
alors on a

u∗(x) = µ#
u (Vol(B(0,1))∣x∣N).

Démonstration. Pour tout x ∈ RN et tout t ∈ R, on a

x ∈ {u∗ > t} ⇐⇒ µu(t) > Vol(B(0,1))∣x∣N
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puisque µu(t) = Vol({u∗ > t}) et que {u∗ > t} appartient à F∗. Dès lors,

u∗(x) = sup{t ∈ R ∣ x ∈ {u > t}∗}
= sup{t ∈ R ∣ µu(t) > Vol(B(0,1))∣x∣N}
= µ#

u (Vol(B(0,1))∣x∣N).

I.3.3 Symétrisation des fonctions L2 positives

Notation I.35 (Fonctions L2(RN) positives). Notons

L2
+(RN) ∶= {u ∈ L2(RN) ∣ u est positive}.

Proposition I.36 (Conservation des normes L2). Soit u ∈ L2
+(RN). La

fonction u∗ appartient à L2
+(RN) et on a ∥u∗∥L2 = ∥u∥L2.

Remarque I.37. D’après la remarque I.29, deux fonctions égales presque par-
tout ont la même symétrisée de Schwarz. La symétrisation est donc bien
définie sur L2

+.

Démonstration. Il est clair que les fonctions symétrisées sont positives. Pour
prouver l’égalité des normes L2, il suffit d’appliquer la proposition I.31 à la
fonction f(t) ∶= t2 (étendue par f(+∞) = +∞).

Le théorème ci-dessous affirme que la symétrisation de Schwarz augmente
le produit scalaire L2 entre les fonctions de L2

+(RN).

Théorème I.38 (Hardy-Littlewood). Soient u, v ∈ L2
+(RN). Alors, on a

∫
RN
u(x)v(x)dx ⩽ ∫

RN
u∗(x)v∗(x)dx.

Démonstration. Soit x ∈ RN . D’après la décomposition « layer-cake » (voir la
proposition I.15), on a

u(x)v(x) = (∫
+∞

0
1{u>s}(x)ds)(∫

+∞

0
1{v>t}(x)dt) .
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Dès lors, on obtient

∫
RN
u(x)v(x)dx = ∫

RN
(∫

+∞

0
1{u>s}(x)ds)(∫

+∞

0
1{v>t}(x)dt) dx

= ∫
+∞

0
∫

+∞

0
(∫

RN
1{u>s}∩{v>t}(x)dx) dsdt

= ∫
+∞

0
∫

+∞

0
Vol({u > s} ∩ {v > t})dsdt (I.6)

par le théorème de Fubini pour les fonctions positives. De même, on a

∫
RN
u∗(x)v∗(x)dx = ∫

+∞

0
∫

+∞

0
Vol({u∗ > s} ∩ {v∗ > t})dsdt. (I.7)

Par définition de la symétrisation, les égalités

{u∗ > s} = {u > s}∗ et {v∗ > t} = {v > t}∗

sont satisfaites pour tout s, t ⩾ 0. D’après la proposition I.6, on obtient

Vol({u > s} ∩ {v > t}) ⩽ Vol({u∗ > s} ∩ {v∗ > t}). (I.8)

L’inégalité de Hardy-Littlewood se déduit des égalités (I.6) et (I.7) et de
l’inégalité (I.8).

De ce qui précède, nous pouvons déduire que la symétrisation de Schwarz
diminue la distance L2 entre les fonctions de L2

+(RN).

Proposition I.39. Si u, v ∈ L2
+(RN), alors on a

∥u∗ − v∗∥L2 ⩽ ∥u − v∥L2 .

En particulier, la symétrisation de Schwarz est une application continue
de L2

+(RN) dans lui-même.

Démonstration. Soient u, v ∈ L2
+(RN). Par la conservation des normes L2 et

l’inégalité de Hardy-Littlewood, on obtient

∥u∗ − v∗∥2
L2 = ∥u∗∥2

L2 + ∥v∗∥2
L2 − 2 (u∗ ∣ v∗)L2

= ∥u∥2
L2 + ∥v∥2

L2 − 2 (u∗ ∣ v∗)L2

⩽ ∥u∥2
L2 + ∥v∥2

L2 − 2 (u ∣ v)L2

= ∥u − v∥2
L2 .
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I.3.4 Symétrisation et régularité

Proposition I.40. Si u ∶ RN → [0,+∞[ est une fonction continue, ad-
missible, alors u∗ ∶ RN → [0,+∞] est continue.

Remarque I.41. Dans cet énoncé, la continuité de u∗ est à comprendre au
sens de [0,+∞] (avec la notion de convergence vers l’infini). La fonction u∗
peut prendre des valeurs infinies même si ce n’est pas le cas de u, par exemple
si u n’est pas bornée alors u∗(0) = +∞.

Démonstration. Considérons l’image de u, donnée par

I ∶= {u(x) ∣ x ∈ RN}.

Puisque u est continue, I est un intervalle de [0,+∞[. L’infimum de I vaut
0. En effet sinon il existerait ε > 0 tel que u(x) ⩾ ε pour tout x ∈ RN , ce qui
est impossible car u est admissible.

Montrons tout d’abord que l’application

µu ∶ [0,+∞[→ [0,+∞[ ∶ t↦ µu(t)

est strictement décroissante sur I. Soient x1, x2 ∈ RN tels que u(x1) < u(x2).
On veut montrer que µu(u(x1)) > µu(u(x2)). La fonction

[0,1]→ [0,+∞[ ∶ s↦ u((1 − s)x1 + sx2)

est continue et est telle que u(0) = u(x1) et u(1) = u(x2).
Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un réel s pour lequel

u((1 − s)x1 + sx2) = u(x1)+u(x2)
2 . Par continuité de u en ps ∶= (1 − s)x1 + sx2,

il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ B(ps, δ), on a u(x1) < u(x) < u(x2). Dès
lors, B(ps, δ) ⊆ {u > x1} et B(ps, δ) ∩ {u > x2} = ∅. Donc, on a

µu(u(x1)) = Vol({u > x1}) ⩾ Vol(B(ps, δ)) +Vol({u > x2}) > µu(u(x2)).

D’après ce qui précède, µu est strictement décroissante sur I.
On considère µ#

u , le pseudo-inverse de µu. La stricte décroissance de µu
implique que µ#

u est continue de [0,+∞] dans [0,+∞]. D’après la proposition
I.34, on a

u∗(x) = µ#
u (Vol(B(0,1))∣x∣n)

pour tout x ∈ RN et on en déduit que u∗ est continue de RN dans [0,+∞].

L’exemple suivant montre que la symétrisation ne préserve pas la régula-
rité Ck pour k ⩾ 1.
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Exemple I.42. Plaçons-nous en dimension N = 1. Soit u(x) ∶= ex2−x4 . Cette
fonction est de classe C∞ sur R. Nous verrons qu’elle est admissible. En effet,
nous allons déterminer explicitement sa fonction de distribution µu et nous
constaterons que µu(t) < +∞ pour tout t > 0. De plus, nous montrerons que
la symétrisée u∗ de u n’est pas dérivable en x = −1 et en x = 1.

Soient t > 0 et x ∈ R. On a les équivalences suivantes :

ex2−x4 > t ⇐⇒ x2 − x4 > ln(t)
⇐⇒ x4 − x2 + ln(t) < 0. (I.9)

Considérons l’inéquation du second degré X2 −X + ln(t) < 0 et son discrimi-
nant ∆ = 1 − 4 ln(t).
• Si ln(t) ⩾ 1

4 (c’est-à-dire si t ⩾ e 1
4 ), alors a2 − a + ln(t) ⩾ 0 pour tout a ∈ R

et l’inéquation (I.9) n’a aucune solution.
• Sinon, l’inéquation (I.9) est satisfaite si et seulement si

x2 ∈ ]1 −
√

∆
2 ,

1 +
√

∆
2 [.

Dès lors,
si 0 ⩽ ln(t) < 1

4 (c’est-à-dire si 1 ⩽ t < e 1
4 ), alors l’ensemble des solutions

de l’inéquation (I.9) est donné par

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
−
√

1 +
√

∆
2 ,−

√
1 −

√
∆

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∪
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

√
1 −

√
∆

2 ,

√
1 +

√
∆

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
;

si ln(t) < 0 (c’est-à-dire si t < 1), l’ensemble des solutions de l’inégalité
est donné par

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
−
√

1 +
√

∆
2 ,

√
1 +

√
∆

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
.

Ainsi, la fonction de distribution µu est donnée par

µu(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+∞ si t = 0,√
2 ⋅ (1 +

√
1 − 4 ln(t)) si 0 < t < 1,√

2 ⋅ (1 +
√

1 − 4 ln(t)) −
√

2 ⋅ (1 −
√

1 − 4 ln(t)) si 1 ⩽ t < e 1
4 ,

0 si e 1
4 ⩽ t.

D’après cette expression, µu est une bijection strictement décroissante entre
]0, e1/4[ et ]0,+∞[. De plus, cette fonction n’est pas dérivable en t = 1.
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Dès lors, µ#
u (qui est donnée sur ]0,+∞[ par la fonction réciproque de

µu) n’est pas dérivable en µu(1) = 2. On en déduit que u∗(x) = µ#
u (2∣x∣) (car

Vol[−1,1] = 2) n’est dérivable ni en x = −1 ni en x = 1 (voir la figure I.2).
Par conséquent, la fonction symétrisée u∗ est continue mais pas dérivable

sur son domaine. On observe ainsi un phénomène de perte de régularité
puisque u est de classe C∞ sur R.

∣x∣−2 −1 1 2

uu∗

Figure I.2 – Non-régularité de la symétrisée de Schwarz.

I.4 Polarisations

I.4.1 Réflexions orthogonales

Proposition I.43 (Réflexions orthogonales). Considérons l’hyperplan
affin de RN défini par Π = {x ∈ RN ∣ x ⋅ ξ = t} où ξ ∈ S(0,1), t ∈ R et
⋅ désigne le produit scalaire usuel sur RN .

Tout x ∈ RN s’écrit de façon unique comme x = p + sξ où p ∈ Π et
s ∈ R. Explicitement, s est donné par s = x ⋅ ξ − t.

La réflexion orthogonale par rapport à Π est l’application σΠ envoyant
p + sξ sur p − sξ pour tout p ∈ Π et s ∈ R. Alors σΠ est une application
affine et pour tout x ∈ RN , on a

σΠ(x) = x − 2(x ⋅ ξ − t)ξ.

Démonstration. Étant donnés x ∈ RN et s ∈ R, on a

x − sξ ∈ Π ⇐⇒ (x − sξ) ⋅ ξ = t ⇐⇒ x ⋅ ξ − s = t ⇐⇒ s = x ⋅ ξ − t

d’où
σΠ(x) = (x − (x ⋅ ξ − t)ξ) − (x ⋅ ξ − t)ξ = x − 2(x ⋅ ξ − t)ξ.
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Définition I.44. Un demi-espace affin fermé de RN est un ensemble de
la forme

H = {x ∈ RN ∣ a ⋅ x ⩽ b}
où a ∈ S(0,1) et b ∈ R.

Remarque I.45. Le bord de H est l’hyperplan affin donné par

∂H = {x ∈ RN ∣ a ⋅ x = b}.

Notation I.46. Nous noterons H0 l’ensemble des demi-espaces affins
fermés de RN qui contiennent 0.

I.4.2 Définition et premières propriétés des polarisations

Définition I.47. Soit H un demi-espace affin fermé. La polarisation par
rapport à H d’une fonction u ∶ RN → R est définie par

uH(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max{u(x), u(σ∂H(x))} si x ∈H,
min{u(x), u(σ∂H(x))} si x ∈ RN ∖H.

Remarque I.48. Contrairement à la symétrisation de Schwarz, il n’y a pas
besoin d’hypothèse de positivité sur la fonction u pour définir la polarisation
par rapport à un demi-espace affin fermé.

Notation I.49. Soient un naturel k ⩾ 1, des demi-espaces affins fermés
H1,⋯,Hk et une fonction u ∶ RN → R. On notera uH1⋯Hk la fonction ob-
tenue à partir de u en polarisant successivement par rapport à H1,⋯,Hk.

Remarque I.50. En général, uH1⋯Hk n’est pas égal à uHk⋯H1 . Ceci est lié à
la non-commutativité des réflexions orthogonales. On se place dans R2 et on
considère deux demi-espaces affins fermés définis par

H1 ∶= {(x1, x2) ∈ R2 ∣ x2 ⩾ x1}, H2 ∶= {(x1, x2) ∈ R2 ∣ x2 ⩽ 0}.

On considère la fonction u(x) = 1{(1,1)}. Alors, on a

uH1(x) = 1{(1,1)}, uH1H2(x) = uH2(x) = 1{(1,−1)}, uH2H1(x) = 1{(−1,1)}.
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Définition I.51. Soient H un demi-espace affin fermé et A ⊆ RN un
ensemble. La polarisation de A par rapport à H est l’unique ensemble
AH tel que 1AH = (1A)

H .

Les polarisations vérifient les propriétés suivantes.

• Si la fonction u ∶ RN → R est mesurable, alors uH l’est également.

• Si l’ensemble A ⊆ RN est mesurable, alors l’ensemble AH est également
mesurable et a le même volume que A.

• Les sur-ensembles de niveau de uH sont donnés par

{uH > t} = {u > t}H

pour tout t > 0. En particulier, si u est une fonction mesurable positive,
alors les fonctions u et uH ont la même fonction de distribution.

• Si u est admissible, alors (uH)∗ = u∗ (d’après les deux points précédents).
Si de plus H ∈ H0, alors (u∗)H = u∗ (car u∗ est radialement décroissante).

• Si u appartient à L∞(RN), alors uH appartient également à L∞(RN) et
on a ∥u∥∞ = ∥uH∥∞.

Prouvons tout d’abord deux inégalités élémentaires.

Proposition I.52 (Inégalité de réarrangement à deux variables). Si
a, b, c, d sont quatre réels tels que a ⩽ b et c ⩽ d, alors on a

ad + bc ⩽ ac + bd.

Il y a égalité si et seulement si a = b ou c = d.

Remarque I.53. Bien que l’inégalité précédente soit fréquemment appelée
« inégalité de réarrangement », il ne s’agit pas de réarrangement au sens
de ce chapitre mais au sens de l’ordre des nombres réels.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

(ac + bd) − (ad + bc) = (b − a)(d − c) ⩾ 0.
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Proposition I.54. Si a, b, c, d sont quatre réels tels que a ⩽ b et c ⩽ d,
alors on a

(b − d)2 + (a − c)2 ⩽ (a − d)2 + (b − c)2.

Il y a égalité si et seulement si a = b ou c = d.

Démonstration. En développant les carrés parfaits et en regroupant les termes,
l’inégalité se réécrit ad + bc ⩽ ac + bd. On conclut d’après l’inégalité de réar-
rangement à deux variables (voir la proposition I.52).

Tout comme pour la symétrisation de Schwarz (voir les propositions I.36
et I.39), la polarisation préserve les normes L2 et diminue les distances L2

entre les éléments de L2(RN).

Proposition I.55 (Polarisations dans L2(RN)). Soient H un demi-espace
affin fermé de RN et u, v ∈ L2(RN). Alors les fonctions uH et vH appar-
tiennent à L2(RN) et on a

∥uH∥L2 = ∥u∥L2 , ∥uH − vH∥L2 ⩽ ∥u − v∥L2 .

En particulier, pour tout demi-espace affin fermé H, l’application

L2(RN)→ L2(RN) ∶ u↦ uH

est continue.

Démonstration. Pour tout x ∈H, on a

u(x)2 + u(σ∂H(x))2 = (uH(x))2 + (uH(σ∂H(x)))2

En effet,
• soit uH(x) = u(x) et uH(σ∂H(x)) = u(σ∂H(x)) ;
• soit uH(x) = u(σ∂H(x)) et uH(σ∂H(x)) = u(x).
Dès lors, on a

∫
RN
u(x)2 dx = ∫

H
(u(x)2 + u(σ∂H(x))2)dx

= ∫
H
((uH(x))2 + (uH(σ∂H(x)))2)dx

= ∫
RN

(uH(x))2 dx.

On en déduit que ∥uH∥L2 = ∥u∥L2 .
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À présent, montrons que pour tout x ∈H, on a

(uH(x) − vH(x))2 + (uH(σ∂H(x)) − vH(σ∂H(x)))2

⩽ (u(x) − v(x))2 + (u(σ∂H(x)) − v(σ∂H(x)))2
. (I.10)

Distinguons quatre cas.

• Si uH(σ∂H(x)) = u(σ∂H(x)) ⩽ u(x) = uH(x) :

Si vH(σ∂H(x)) = v(σ∂H(x)) ⩽ v(x) = vH(x), il y a égalité dans l’in-
égalité (I.10).

Si vH(σ∂H(x)) = v(x) ⩽ v(σ∂H(x)) = vH(x), on applique l’inégalité
(I.54) avec a = u(σ∂H(x)), b = u(x), c = v(x) et d = v(σ∂H(x)).

• Si uH(σ∂H(x)) = u(x) ⩽ u(σ∂H(x)) = uH(x) :

Si vH(σ∂H(x)) = v(σ∂H(x)) ⩽ v(x) = vH(x), on applique l’inégalité
(I.54) avec a = u(x), b = u(σ∂H(x)), c = v(σ∂H(x)) et d = v(x).

Si vH(σ∂H(x)) = v(x) ⩽ v(σ∂H(x)) = vH(x), il y a égalité dans l’in-
égalité (I.10).

Finalement, on obtient

∥uH − vH∥L2 ⩽ ∥u − v∥L2

en intégrant l’inégalité (I.10) sur H.

Une propriété importante des polarisations est de diminuer le module de
continuité.

Proposition I.56. Si une fonction u ∶ RN → R est uniformément conti-
nue, alors la fonction uH ∶ RN → R l’est également et pour tout réel
δ ∈ ]0,+∞[, on a

ωuH(δ) ⩽ ωu(δ),
où le module de continuité de u est donné par

ωu(δ) ∶= sup{∣u(x) − u(y)∣ ∣ x, y ∈ RN , ∣x − y∣ ⩽ δ}.
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Prouvons d’abord une inégalité élémentaire.

Lemme I.57. Si a, b, c, d sont quatre nombres réels, alors on a

∣max(a, b) −max(c, d)∣ ⩽ max(∣a − c∣, ∣b − d∣).

De même, on a

∣min(a, b) −min(c, d)∣ ⩽ max(∣a − c∣, ∣b − d∣).

Démonstration du lemme I.57. Puisque

a = c + (a − c), b = d + (b − d), c = a + (c − a), d = b + (d − b),

on a

min(c, d) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ a ⩽ max(c, d) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣),
min(c, d) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ b ⩽ max(c, d) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣),
min(a, b) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ c ⩽ max(a, b) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣),
min(a, b) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ d ⩽ max(a, b) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣).

On en déduit que

max(a, b) ⩽ max(c, d) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣),
max(c, d) ⩽ max(a, b) +max(∣a − c∣, ∣b − d∣)

et

min(c, d) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ min(a, b),
min(a, b) −max(∣a − c∣, ∣b − d∣) ⩽ min(c, d)

ce qui conclut.

Nous aurons également besoin d’un lemme géométrique.

Lemme I.58. Soit H un demi-espace affin fermé de RN et x ∈H. Alors
pour tout y ∈ RN ∖H, on a

∣x − σ∂H(y)∣ ⩽ ∣x − y∣.
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Démonstration du lemme I.58. Quitte à effectuer une translation et une ro-
tation des variables, on peut supposer que H est donné par

H = {(x1, x
′) ∣ x1 ⩾ 0, x′ ∈ RN−1}.

On a x1 ⩾ 0 et y1 < 0 car x appartient à H et y appartient à RN ∖H. On écrit
y = (y1, y′) avec y1 ∈ R et y′ ∈ RN−1. Puisque σ∂H(y) = (−y1, y′), on a

∣x − σ∂H(y)∣2 = (x1 + y1)2 + (x′ − y′)2,

∣x − y∣2 = (x1 − y1)2 + (x′ − y′)2.

Dès lors, l’inégalité
∣x − σ∂H(y)∣ ⩽ ∣x − y∣

est équivalente à l’inégalité
(x1 + y1)2 ⩽ (x1 − y1)2.

Cette dernière inégalité se réécrit comme 4x1y1 ⩽ 0. Elle est vérifiée puisque
y1 ⩽ 0 et x1 ⩾ 0.

On peut maintenant passer à la preuve de la proposition I.56.

Démonstration de la proposition I.56. Soient δ ∈ ]0,+∞[ et x, y ∈ RN tels que
∣x − y∣ ⩽ δ. On distingue deux cas.
• Si x, y ∈H ou si x, y ∈ RN ∖H alors le lemme I.57 implique que

∣uH(x) − uH(y)∣ ⩽ max(∣u(x) − u(y)∣, ∣u(σ∂H(x)) − u(σ∂H(y))∣).
On en déduit que

∣uH(x) − uH(y)∣ ⩽ ωu(δ)
puisque

∣σ∂H(x) − σ∂H(y)∣ = ∣x − y∣ ⩽ δ,
et par définition du module de continuité.

• Sinon, quitte à échanger les rôles de x et y, on a x ∈ H et y ∈ RN ∖H.
Dans ce cas, le lemme I.58 implique que

∣x − σ∂H(y)∣ = ∣σ∂H(x) − y∣ ⩽ ∣σ∂H(x) − σ∂H(y)∣ = ∣x − y∣ ⩽ δ.
Il s’ensuit que

∣uH(x) − uH(y)∣ ⩽ max(∣u(x) − u(σ∂H(y))∣, ∣u(σ∂H(x)) − u(y)∣,
∣u(x) − u(y)∣, ∣u(σ∂H(x)) − u(σ∂H(y))∣)

⩽ ωu(δ)
par définition du module de continuité.

Dans les deux cas, on a montré que
ωuH(δ) = sup

∣x−y∣⩽δ

∣uH(x) − uH(y)∣ ⩽ ωu(δ).
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I.4.3 Polarisations dans l’espace H1(RN)

Théorème I.59 (Gradient d’une polarisation sur H1(RN)). Soient H
un demi-espace affin fermé de RN et u ∈H1(RN) une fonction. Alors uH
appartient à H1(RN) et son gradient ∇uH est donné par

1{u⩾u○σ∂H}∩intH∇u + 1{u<u○σ∂H}∩intH∇(u ○ σ∂H)
+ 1{u⩾u○σ∂H}∖H∇(u ○ σ∂H) + 1{u<u○σ∂H}∖H∇u. (I.11)

De plus, on a l’égalité ∥∇uH∥L2 = ∥∇u∥L2.

Avant de prouver ce théorème, rappelons le résultat d’intégration suivant
(voir [9, Theorem 4.9]).

Proposition I.60. Soient Ω un ouvert non vide de RN , une suite de
fonctions (fn)n⩾1 ⊆ Lp(Ω) et une fonction f ∈ Lp(Ω). Si (fn)n⩾1 converge
vers f dans Lp(Ω), alors il existe une sous-suite (fnk

)k⩾1 ⊆ (fn)n⩾1 et
une fonction h ∈ Lp(Ω) telles que :
• la suite (fnk

)k⩾1 converge presque partout vers f sur Ω ;
• pour tout k ⩾ 1, on a ∣fnk

(x)∣ ⩽ ∣h(x)∣ presque partout sur Ω.

Démonstration du théorème I.59. Soit u ∈H1(RN). Quitte à faire une trans-
lation et un changement de variables linéaire (cette étape est justifiée pour les
dérivées faibles d’après les propositions A.23 et A.34), on peut supposer que
H est donné par H = {x ∈ RN ∣ x1 ⩾ 0}. Dans le reste de la preuve, on décom-
posera les vecteurs x ∈ RN en x = (x1, x′) où x1 ∈ R et x′ = (x2, . . . , xN) ∈ RN−1.
La réflexion orthogonale σ∂H est donnée par σ∂H(x1, x′) = (−x1, x′). Afin
d’utiliser des notations plus suggestives, on note

{x1 > 0} ∶= intH = {(x1, x
′) ∣ x1 > 0, x′ ∈ RN−1},

de même pour {x1 ⩾ 0} ∶=H et {x1 = 0} ∶= ∂H.
On pose v(x1, x′) ∶= u(−x1, x′). Étant donnés 1 ⩽ i ⩽ N et ϕ ∈ C∞c (RN), on
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veut montrer que

∫
RN
uH(x)∂iϕ(x)dx = − ∫

{u⩾v}∩{x1>0}
∂iu(x)ϕ(x)dx

− ∫
{u<v}∩{x1>0}

∂iv(x)ϕ(x)dx

− ∫
{u⩾v}∩{x1<0}

∂iv(x)ϕ(x)dx

− ∫
{u<v}∩{x1<0}

∂iu(x)ϕ(x)dx. (I.12)

La définition des polarisations fait intervenir des définitions « par morceaux ».
• Sur {x1 ⩾ 0}, la définition de uH contient un maximum :

uH(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u(x) si u(x) ⩾ u(σ∂H(x)),
u(σ∂H(x)) si u(x) < u(σ∂H(x)).

La proposition A.33 concerne les dérivées faibles du maximum de deux
fonctions et permet donc de traiter cet aspect. Remarquons que cette
définition par morceaux ne dépend que des valeurs de u(x).

• La polarisation est définie par morceaux sur {x1 ⩾ 0} et {x1 < 0} :

uH(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max{u(x), u(σ∂H(x))} si x1 ⩾ 0,
min{u(x), u(σ∂H(x))} si x1 < 0.

Cette fois, la définition par morceaux dépend explicitement de x et pas
uniquement des valeurs prises par u.
Il faut s’assurer qu’il n’y a pas de problèmes au bord de {x1 ⩾ 0}. Notre
stratégie consiste à distinguer les cas « loin de {x1 = 0} » et « près de
{x1 = 0} » en utilisant un argument de troncature.

Pour une raison technique, nous supposons dans un premier temps que u est
continue à support compact dans RN . Nous étendons ensuite l’égalité (I.12)
à toutes les fonctions de H1(RN) par densité.

Ainsi, supposons pour l’instant que u est une fonction continue à sup-
port compact. Dans ce cas, les fonctions v et uH sont également continues
à support compact (voir la proposition I.56 concernant la polarisation des
fonctions continues).

▷ Étape 1 Introduction d’une suite de partitions de l’unité
Soit ψ ∈ C∞c (R) une fonction nulle sur ]−∞,1], strictement croissante sur [1,2]
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et valant 1 sur [2,+∞[ (une telle fonction existe d’après la proposition A.3).
Considérons la fonction

θ(x1) ∶= 1 − ψ(x1) − ψ(−x1).

Cette fonction est de classe C∞(R), s’annule sur R∖ [−2,2], vaut 1 sur [−1,1]
et est telle que 0 ⩽ θ ⩽ 1. Finalement, définissons pour tout n ⩾ 1

ξn(x1, x
′) ∶= ψ(nx1), ξ̃n(x1, x

′) ∶= ψ(−nx1), θn(x1, x
′) ∶= θ(nx1).

Pour tout n ⩾ 1, on a 1 = ξn + ξ̃n + θn.
▷ Étape 2 Problème loin de l’hyperplan {x1 = 0}
Soit n ⩾ 1. Puisque le support de ξn est inclus dans {x1 > 0}, on a

∫
RN
uH(x)∂i(ξn(x)ϕ(x))dx = ∫

{x1>0}
max(u(x), v(x))∂i(ξn(x)ϕ(x))dx.

Vu que les fonctions u et v appartiennent à H1(RN), leurs restrictions à
{x1 > 0} appartiennent à H1({x1 > 0}). D’après la proposition A.33, la fonc-
tion max(u, v) appartient à H1({x1 > 0}) et pour tout 1 ⩽ i ⩽ N , on a

∂i(max(u, v)) = 1{u⩾v}∩{x1>0}∂iu + 1{u<v}∩{x1>0}∂iv

sur {x1 > 0}. Puisque ξnϕ appartient à C∞c ({x1 > 0}), on obtient

∫
{x1>0}

max(u(x), v(x))∂i(ξn(x)ϕ(x))dx

= −∫
{u⩾v}∩{x1>0}

∂iu(x)ξn(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1>0}

∂iv(x)ξn(x)ϕ(x)dx.

Nous avons donc montré que

∫
RN
uH(x)∂i(ξn(x)ϕ(x))dx

= −∫
{u⩾v}∩{x1>0}

∂iu(x)ξn(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1>0}

∂iv(x)ξn(x)ϕ(x)dx.

La suite (ξn)n⩾1 converge ponctuellement vers 1 sur {x1 > 0} et est telle que
0 ⩽ ξn ⩽ 1 pour tout n ⩾ 1. D’après le théorème de convergence dominée, on a

∫
RN
uH(x)∂i(ξn(x)ϕ(x))dx

ÐÐ→
n→∞

−∫
{u⩾v}∩{x1>0}

∂iu(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1>0}

∂iv(x)ϕ(x)dx. (I.13)
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De façon semblable, on montre que

∫
RN
uH(x)∂i(ξ̃n(x)ϕ(x))dx

ÐÐ→
n→∞

−∫
{u⩾v}∩{x1<0}

∂iu(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1<0}

∂iv(x)ϕ(x)dx. (I.14)

▷ Étape 3 Problème près de l’hyperplan {x1 = 0}
Considérons maintenant l’intégrale

∫
RN
uH(x)∂i(θn(x)ϕ(x))dx.

En dérivant le produit, nous obtenons ∂i(θnϕ) = (∂iθn)ϕ + θn(∂iϕ). Puisque
0 ⩽ θn ⩽ 1, que ϕ est à support compact et que (θn)n⩾1 converge ponctuelle-
ment vers 0 sur RN ∖ {x1 = 0}, le théorème de convergence dominée implique
que

∫
RN

uH(x)θn(x)∂iϕ(x)dxÐÐ→
n→∞

0. (I.15)

À présent, montrons que

∫
RN

uH(x)ϕ(x)∂iθn(x)dxÐÐ→
n→∞

0.

Si i ≠ 1, la fonction ∂iθn est nulle car θn ne dépend que de x1. Il reste donc à
montrer que

n∫
RN−1 ∫R

uH(x1, x
′)ϕ(x1, x

′)θ′(nx1)dx1 dx′ ÐÐ→
n→∞

0.

En posant y ∶= nx1, on obtient

n∫
RN−1 ∫R

uH(x1, x
′)ϕ(x1, x

′)θ′(nx1)dx1 dx′

= ∫
RN−1 ∫[−2,2]

uH(y/n,x′)ϕ(y/n,x′)θ′(y)dy dx′.

Puisque la fonction u est continue à support compact, uH l’est également
(voir la proposition I.56), d’où 2

uH(y/n,x′)ϕ(y/n,x′)ÐÐ→
n→∞

uH(0, x′)ϕ(0, x′)

2. Remarquons que la continuité de uH est importante dans ce passage à la limite. Ceci
explique pourquoi nous supposons que u est continue à support compact dans la première
partie de la preuve.
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pour tout y ∈ [−2,2] et tout x′ ∈ RN−1. D’après le résultat de convergence
ponctuelle précédent et puisque la fonction ϕ est continue à support compact,
le théorème de convergence dominée implique que

∫
RN−1 ∫[−2,2]

uH(y/n,x′)ϕ(y/n,x′)θ′(y)dy dx′

ÐÐ→
n→∞

∫
RN−1 ∫[−2,2]

uH(0, x′)ϕ(0, x′)θ′(y)dy dx′.

Or, on a

∫
RN−1 ∫[−2,2]

uH(0, x′)ϕ(0, x′)θ′(y)dy dx′

= ∫
RN−1

uH(0, x′)ϕ(0, x′) (∫
[−2,2]

θ′(y)dy) dx′

et cette dernière intégrale est nulle puisque θ(2) − θ(−2) = 0.
Ainsi, nous avons montré que

∫
RN
uH(x)ϕ(x)∂iθn(x)dxÐÐ→

n→∞
0 (I.16)

pour tout 1 ⩽ i ⩽ N . D’après (I.15) et (I.16), on obtient

∫
RN
uH(x)∂i(θn(x)ϕ(x))dxÐÐ→

n→∞
0. (I.17)

▷ Étape 4 Synthèse des deux étapes précédentes
En réunissant (I.13), (I.14) et (I.17), nous obtenons

∫
RN
uH(x)∂i((ξn(x) + ξ̃n(x) + θn(x))ϕ(x))dx

ÐÐ→
n→∞

−∫
{u⩾v}∩{x1>0}

∂iu(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1>0}

∂iv(x)ϕ(x)dx

− ∫
{u⩾v}∩{x1<0}

∂iv(x)ϕ(x)dx − ∫
{u<v}∩{x1<0}

∂iu(x)ϕ(x)dx.

Puisque ξn(x) + ξ̃n(x) + θn(x) = 1, nous avons prouvé l’égalité (I.12) lorsque
u est continue à support compact.

▷ Étape 5 Prolongement par densité
Nous devons maintenant étendre le résultat à H1(RN). Soit u ∈ H1(RN).
Puisque C∞c (RN) est dense dans H1(RN) (voir la proposition A.37), il existe
une suite (un)n⩾1 ⊆ C∞c (RN) telle que

un
L2
ÐÐ→
n→∞

u et ∂iun
L2
ÐÐ→
n→∞

∂iu (i = 1, . . . ,N).
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Grâce à la proposition I.60, nous pouvons supposer, quitte à passer à une
sous-suite, que la suite (un)n⩾1 converge presque partout vers u et qu’il existe
une fonction h ∈ L2(RN) telle que ∣un∣ ⩽ h et ∣∂iun∣ ⩽ h pour tout 1 ⩽ i ⩽ N
presque partout.

On pose vn ∶= un ○σ∂H . Quitte à remplacer h par max(h,h○σ∂H), on peut
supposer que ∣vn∣ ⩽ h presque partout. De plus, la suite (vn)n⩾1 converge vers
v ∶= u ○ σ∂H dans L2(RN).

Par continuité des polarisations sur L2(RN) (voir la proposition I.55), la
suite (uHn )n⩾1 converge vers uH dans L2(RN). De plus, vu que les fonctions
un sont continues à support compact, nous savons d’après l’étape 4 que ∂iuHn
est égal à
(1{un⩾vn}∩{x1>0} + 1{un<vn}∩{x1<0})∂iun + (1{un<vn}∩{x1>0} + 1{un⩾vn}∩{x1<0})∂ivn.

(I.18)
On en déduit la majoration

∣∂iuHn ∣ ⩽ 4h. (I.19)
D’après l’expression (I.18), la suite (∂iuHn )n⩾1 converge presque partout vers

w ∶= (1{u⩾v}∩{x1>0} + 1{u<v}∩{x1<0})∂iu + (1{u<v}∩{x1>0} + 1{u⩾v}∩{x1<0})∂iv.
La majoration (I.19) et le théorème de convergence dominée impliquent que
la suite (∂iuHn )n⩾1 converge vers w dans L2.

En résumé, la suite (uHn )n⩾1 converge vers uH dans L2 et la suite (∂iuHn )n⩾1
converge vers w dans L2. En particulier, ces deux convergences ont lieu au
sens des distributions. Par conséquent, w est la dérivée faible de uH selon i
(voir le lemme A.27).
▷ Étape 6 Conclusion
Pour tout x1 > 0 et tout x′ ∈ RN−1, on a

∣∇uH(x1, x
′)∣2 + ∣∇uH(−x1, x

′)∣2 = ∣∇u(x1, x
′)∣2 + ∣∇u(−x1, x

′)∣2.
En intégrant cette égalité pour x1 ∈ ]0,+∞[ et x′ ∈ RN−1, on conclut que
∥∇uH∥L2 = ∥∇u∥L2 .

Remarque I.61. D’après la proposition A.33, les fonctions 1{u=u○σ∂H}∇u et
1{u=u○σ∂H}∇(u ○ σ∂H) sont égales presque partout. Ainsi, le gradient de uH
peut (par exemple) se réécrire comme

1{u>u○σ∂H}∩intH∇u + 1{u⩽u○σ∂H}∩intH∇(u ○ σ∂H)
+1{u>u○σ∂H}∖H∇(u ○ σ∂H) + 1{u⩽u○σ∂H}∖H∇u.

Par contre, on ne peut pas utiliser des inégalités strictes dans toutes les
indicatrices. En effet, si u = u ○ σ∂H (c’est-à-dire si u est symétrique par
rapport à ∂H), alors les fonctions 1{u>u○σ∂H} et 1{u<u○σ∂H} sont nulles presque
partout.
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I.5 Approximation de la symétrisation par une
suite de polarisations

L’objet de cette section consiste à prouver le résultat 3 suivant.

Théorème I.62 (J. Van Schaftingen 2009). Soit une suite (Hn)n⩾1 de
demi-espaces affins fermés définie pour tout n ⩾ 1 par

Hn = {x ∈ RN ∣ an ⋅ x ⩽ bn}

où les suites (an)n⩾1 ⊆ S(0,1) et (bn)n⩾1 ⊆ ]0,+∞[ sont telles que l’en-
semble {(an, bn) ∣ n ⩾ 1} est dense dans S(0,1) × ]0,+∞[.

Soit u ∈ L2
+(RN). Alors la suite de fonctions (un)n⩾0 définie par ré-

currence par :
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u0 ∶= u,
un+1 ∶= uH1...Hn+1

n

converge vers u∗ dans L2(RN).

Remarque I.63. Par construction, un s’obtient en appliquant n(n+1)
2 polarisa-

tions à u0. Notons qu’on polarise n+1−i fois par Hi pour obtenir un. De plus,
remarquons que les polarisations à appliquer sont explicites et indépendantes
de la fonction u.

Définition I.64 (Hyperplan médiateur). Soient x et y deux points dis-
tincts de RN . L’hyperplan médiateur du segment [x, y] est l’hyperplan
affin orthogonal à ce segment et passant par le milieu de celui-ci.

Remarque I.65. Étant donnés un demi-espace affin fermé H et un point x ∈
RN , l’hyperplan ∂H est l’hyperplan médiateur du segment [x,σ∂H(x)].

Lemme I.66 (Demi-espace associé à l’hyperplan médiateur). Soient x et
y deux points distincts de RN . Soit H le demi-espace affin fermé délimité
par l’hyperplan médiateur du segment [x, y] et contenant x, alors :
• 0 appartient à H si et seulement si ∣x∣ ⩽ ∣y∣ ;

3. Ce résultat peut-être formulé pour Lp
+
et pas uniquement pour L2

+
. Le lecteur pourra

consulter avec intérêt l’article original [41] de Jean Van Schaftingen. Nous suivons ici la
présentation du livre de Michel Willem [44].
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• 0 appartient à intH si et seulement si ∣x∣ < ∣y∣ ;
• 0 appartient à ∂H si et seulement si ∣x∣ = ∣y∣.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

H = {p ∈ RN ∣ (p − x+y
2 ) ⋅ (x − y) ⩾ 0},

intH = {p ∈ RN ∣ (p − x+y
2 ) ⋅ (x − y) > 0},

∂H = {p ∈ RN ∣ (p − x+y
2 ) ⋅ (x − y) = 0}.

Lemme I.67. Soient u ∈ L2(RN) et H ∈ H0. On pose g(x) ∶= e−∣x∣2. Alors,
on a

∫
RN
ug dx ⩽ ∫

RN
uHg dx. (I.20)

Si de plus 0 appartient à intH et que

∫
RN
ug dx = ∫

RN
uHg dx (I.21)

alors uH = u.

Démonstration. Pour tout x ∈ H, on a ∣x∣ ⩽ ∣σ∂H(x)∣ d’après le lemme I.66
car 0 appartient à H. On en déduit que g(σ∂H(x)) ⩽ g(x). De plus, on a

uH(x) = max{u(x), u(σ∂H(x))}
uH(σ∂H(x)) = min{u(x), u(σ∂H(x))}.

On obtient

u(x)g(x)+u(σ∂H(x))g(σ∂H(x)) ⩽ uH(x)g(x)+uH(σ∂H(x))g(σ∂H(x)) (I.22)

par l’inégalité de réarrangement à deux variables. L’inégalité (I.20) se déduit
de l’inégalité (I.22) en intégrant sur H.

Si l’égalité (I.21) est vérifiée, alors la fonction (uH − u)g est positive et
d’intégrale nulle sur H. Dès lors, cette fonction est nulle presque partout sur
H, autrement dit

u(x)g(x)+u(σ∂H(x))g(σ∂H(x)) = uH(x)g(x)+uH(σ∂H(x))g(σ∂H(x)) (I.23)

presque partout sur H. Si 0 appartient à intH, alors g(σ∂H(x)) < g(x) pour
tout x ∈H puisque ∣x∣ < ∣σ∂H(x)∣ d’après le lemme I.66. Dès lors, u et uH sont
égales presque partout d’après l’égalité (I.23) et le cas d’égalité de l’inégalité
de réarrangement à deux variables (voir la proposition I.52).
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Lemme I.68. Si u ∶ RN → ]0,+∞[ est une fonction continue à support
compact strictement positive telle que pour tout H ∈ H0, on a uH = u,
alors u∗ = u.

Démonstration. Soient deux points distincts x, y ∈ RN tels que ∣x∣ ⩽ ∣y∣.
Considérons le demi-espace affin fermé H délimité par l’hyperplan média-

teur du segment [x, y] et contenant x. D’après le lemme I.66, H appartient
à H0 et est tel que y = σ∂H(x).

Puisque uH = u, que x appartient à H, que y = σ∂H(x) et par définition
de la polarisation, on en déduit que

u(y) = uH(y) ⩽ uH(x) = u(x).

Par conséquent, u est radialement décroissante. Dès lors, pour tout t > 0,
{u > t} et {u∗ > t} sont des boules centrées en 0 et de même mesure. Donc u
et u∗ ont les mêmes sur-ensembles de niveau d’où u = u∗.

Passons à présent à la preuve du résultat d’approximation de la symétri-
sation par une suite de polarisations.

Démonstration du théorème I.62. Commençons par prouver le résultat pour
des fonctions continues à support compact.
▷ Étape 1 Utilisation du théorème d’Ascoli-Arzelà
Soit u une fonction continue à support compact positive. Il existe r > 0 tel
que le support de u est inclus dans B[0, r]. Par définition de la suite (un)n⩾0,
le support de un est inclus dans B[0, r] pour tout n ⩾ 0.

Remarquons que :
• pour tout n ⩾ 0, ∥un∥∞ = ∥u∥∞ (car les polarisations préservent la norme

infinie) ;
• pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout n ⩾ 0, on a ωun(δ) ⩽
ωu(δ) ⩽ ε car la polarisation diminue le module de continuité d’après la
proposition I.56.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà (voir [9, Theorem 4.25]), on en déduit
qu’il existe une sous-suite (unk

)k⩾1 ⊆ (un)n⩾1 qui converge uniformément vers
une fonction continue v à support dans B[0, r].

▷ Étape 2 Identification de la limite v
Montrons que v = u∗.

Puisque les fonctions unk
s’obtiennent en appliquant un nombre fini de

polarisations à u, on a u∗nk
= u∗ pour tout k ⩾ 1.
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Dès lors, d’après la proposition I.39,

∥u∗ − v∗∥L2 = ∥u∗nk
− v∗∥L2 ⩽ ∥unk

− v∥L2 ÐÐ→
k→∞

0

car il y a convergence uniforme de unk
vers v et que les supports de toutes

ces fonctions sont inclus dans B[0, r]. On en déduit que u∗ = v∗. Il reste à
montrer que v = v∗.

Soit m ⩾ 1. Pour tout k tel que nk ⩾m, on a par construction

unk+1 = u
H1⋯Hm⋯Hnk+1
nk .

En appliquant plusieurs fois le lemme I.67 à la fonction uH1⋯Hm
nk et aux demi-

espaces affins fermés Hm+1,⋯,Hnk+1 , on obtient

∫
RN
uH1⋯Hm
nk

g dx ⩽ ∫
RN
unk+1g dx.

Notons que g appartient à L2. Puisque unk
converge vers v dans L2, on en

déduit en appliquant plusieurs fois la proposition I.55 que uH1⋯Hm
nk converge

vers vH1⋯Hm dans L2. En passant à la limite pour k → ∞ et par continuité
du produit scalaire L2, on obtient

∫
RN
vH1⋯Hmg dx ⩽ ∫

RN
vg dx.

Or, d’après le lemme I.67, on a

∫
RN
vg dx ⩽ ∫

RN
vH1⋯Hmg dx.

On en déduit que pour tout m ⩾ 1, on a

∫
RN
vH1⋯Hmg dx = ∫

RN
vg dx.

En utilisant cette dernière égalité, le cas d’égalité du lemme I.67 et par
induction sur m, on montre que vHm = v pour tout m ⩾ 1.

Soit H ∈ H0. On écrit H = {x ∈ RN ∣ a ⋅ x ⩽ b} pour a ∈ S(0,1) et b ⩾ 0.
Par hypothèse, il existe une sous-suite (amk

, bmk
)k⩾1 ⊆ (an, bn)n⩾1 telle que

(amk
, bmk

)ÐÐ→
k→∞

(a, b).

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

∥vH − v∥L2 = ∥vH − vHmk ∥L2 ÐÐ→
k→∞

0.

Par conséquent, v = vH pour tout H ∈ H0. En utilisant le lemme I.68, on
conclut que v = v∗.
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▷ Étape 3 Conclusion
Soient u ∈ L2

+(RN) et ε > 0. Par densité de l’espace des fonctions continues à
support compact dans L2(RN) (voir [9, Theorem 4.12]), il existe une fonction
w continue à support compact telle que ∥u −w∥L2 ⩽ ε. Quitte à remplacer w
par max(w,0), on peut supposer que w est positive. D’après l’étape précé-
dente, la suite définie par

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

w0 ∶= w,
wn+1 ∶= wH1...Hn+1

n

converge vers w∗ dans L2(RN). Dès lors, il existe m ⩾ 0 tel que pour tout
n ⩾m, on a ∥wn −w∗∥L2 ⩽ ε. D’après les propositions I.39 et I.55, on obtient
pour tout n ⩾m que

∥un−u∗∥L2 ⩽ ∥un−wn∥L2+∥wn−w∗∥L2+∥w∗−u∗∥L2 ⩽ 2∥u−w∥L2+ε ⩽ 3ε.

I.6 Inégalité de Pólya–Szegő

Notation I.69 (Fonctions H1(RN) positives). Notons

H1
+(RN) ∶= {u ∈H1(RN) ∣ u est positive}.

Théorème I.70 (Inégalité de Pólya-Szegő). Soit u ∈ H1
+(RN). Alors u∗

appartient à H1
+(RN) et on a ∥∇u∗∥L2 ⩽ ∥∇u∥L2.

Démonstration. Considérons une suite ((an, bn))n⩾1 dense dans S(0,1)×]0,+∞[.
Alors, la suite (un)n⩾0 définie dans le théorème I.62 converge vers u∗ dans
L2(RN). Pour tout n ⩾ 0, on a ∥∇un∥L2 = ∥∇u∥L2 en utilisant la proposition
I.59 et vu que les fonctions un s’obtiennent en appliquant un nombre fini de
polarisations à u.

D’après ce qui précède, la suite (un)n⩾1 est bornée dans H1(RN). Elle pos-
sède donc une sous-suite (unk

)
k⩾1 qui converge faiblement vers une certaine

fonction ũ ∈H1(RN). En particulier, (unk
)
k⩾1 converge vers ũ au sens des dis-

tributions (voir la définition A.15) puisque pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (Ω),
l’application

u↦ ∫
RN
u(x)ϕ(x)dx

définit une forme linéaire continue sur H1(RN). De plus, puisque (unk
)
k⩾1

converge fortement vers u dans L2(RN), elle converge vers u au sens des
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distributions. On en déduit que la suite (unk
)
k⩾1 converge faiblement vers u

dans H1(RN). Puisque la fonction u ↦ ∥∇u∥L2 est convexe et continue sur
H1(RN), elle est faiblement semi-continue inférieurement (voir [9, Corollary
3.9]), d’où

∥∇u∗∥L2 ⩽ lim ∥∇un∥L2 = ∥∇u∥L2 .

Remarque I.71. L’inégalité ne survient que lors de l’étape du passage à la
limite dans la preuve précédente.
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Chapitre II

Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Dans ce chapitre, nous commencerons par montrer que les plongements de
Sobolev entre les espaces de Sobolev W k,p(RN) et certains espaces Lq(RN)
(voir le théorème A.41) ne sont jamais compacts suite à un phénomène de
perte de compacité par translations.

Par contraste, nous prouverons que si N ⩾ 2, l’espace H1
r (RN) des fonc-

tions H1(RN) à symétrie radiale s’injecte de façon compacte dans Lq(RN)
pour tout q ∈ ]2,2∗[ où

2∗ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∞ si N = 2,
2N
N−2 si N ⩾ 3

est l’exposant critique des plongements de Sobolev. 1

Ce résultat se base sur un lemme de décroissance pour les fonctions ra-
diales introduit par W. Strauss (voir [36, Section 3, Radial Lemma 1]). Nous
suivrons la présentation de M. Willem dans [44, Chapitre 6, exercices 12, 13,
14] afin de prouver un résultat de densité puis de démontrer le lemme radial.
Notre argument prouvant la compacité de l’injection est semblable à celui de
P.L. Lions dans [27, Proposition I.1].

Nous verrons qu’il y a un phénomène de perte de compacité par dilatations
dans les cas q = 2 et q = 2∗. Nous verrons également que l’espace H1

r (R)
ne s’injecte de façon compacte dans aucun espace Lp(R), ce qui explique
pourquoi nous travaillerons en dimension N ⩾ 2 (voir la remarque II.7).

1. Nous ne considérerons que l’espace des fonctions H1(RN) radiales. Plus générale-
ment, il existe des résultats similaires pour les espaces de fonctions W 1,p(RN) radiales,
voir [44, Chapitre 6, exercices 12, 13, 14].

43
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Nous poursuivrons par l’étude de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg qui
affirme que pour tout q ∈ ]2,2∗[, il existe une constante Cq > 0 telle que

∥u∥Lq ⩽ Cq ∥u∥1−s
L2 ∥∇u∥sL2 ,

pour toute fonction u ∈H1(RN) et où s ∶= (q−2)N
2q .

Notre objectif principal sera la détermination de la valeur optimale de Cq.
Nous utiliserons des techniques de calcul des variations, en suivant l’article
[43] de M.I. Weinstein. Les cas d’égalité dans l’inégalité correspondent à des
minima globaux sur H1(RN) ∖ {0} de la fonctionnelle

J (u) ∶=
∥u∥q(1−s)

L2 ∥∇u∥qs
L2

∥u∥qLq

.

Nous verrons qu’il existe une fonction non nulle appartenant à H1
r (RN) qui

atteint le minimum global de J sur H1(RN) ∖ {0} et qui est solution de
l’équation

−∆Q +Q = ∣Q∣q−2Q. (EDPQ)

Réciproquement, nous montrerons que toutes les solutions de (EDPQ) sont
des points critiques de J .

Dans ce but, nous étudierons les propriétés de régularité des solutions
H1(RN) de l’équation (EDPQ) en utilisant la méthode du « bootstrapW k,p ».
Nous montrerons que toutes ces solutions sont de classe C2(RN) et convergent
vers 0 à l’infini ainsi que leurs dérivées premières et secondes.

Grâce à ces propriétés de régularité, nous pourrons démontrer les iden-
tités de l’énergie et de Pohožaev, deux égalités importantes concernant les
solutions de (EDPQ). Nous verrons que ces identités sont liées à l’effet des
homothéties et des dilatations sur les fonctions de H1(RN).

Ces identités permettront de prouver que toutes les solutions de l’équation
(EDPQ) sont des points critiques de J et d’introduire une notion de « ground
states » pour l’équation (EDPQ). L’étude de ces solutions sera poursuivie
dans le chapitre III.

Nous terminerons ce chapitre en présentant des résultats concernant le cas
« q = 2∗ » pour lequel l’injection de H1

r (RN) dans Lq(RN) n’est pas compacte.
Ces résultats sont dus à G. Talenti (voir l’article [38]).
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II.1 Plongements compacts

II.1.1 Pertes de compacité par translations

D’après le théorème de plongement de Sobolev, l’espace W k,p(RN) se
plonge dans certains espaces Lq(RN) (voir le théorème A.41 pour un énoncé
précis). Aucun de ces plongements n’est compact 2. En effet, soient ψ une
fonction C∞c (RN) non nulle et un vecteur d ∈ RN ∖ {0}. Alors la suite

(ψn)n⩾0 ∶= (x↦ ψ(x + nd))n⩾0

converge vers 0 au sens des distributions (voir la définition A.15) puisque pour
toute fonction ϕ ∈ C∞c (RN), les fonctions ψn et ϕ sont à supports disjoints si
n est suffisamment grand, d’où

∫
RN
ψn(x)ϕ(x)dx = 0.

De plus, les fonctions ψn appartiennent à tous les espaces W k,p(RN) car il
s’agit de fonctions C∞c (RN). Pour tout n, k ∈ N et p ∈ [1,∞[, on a

∥ψn∥Wk,p(RN ) = ∥ψ∥Wk,p(RN ) > 0.

Donc la suite (ψn)n⩾0 est bornée dans tous les espaces W k,p(RN) et n’admet
de sous-suite fortement convergente dans aucun espace Lq(RN). En effet, la
limite devrait être à la fois nulle (d’après la convergence au sens des distri-
butions) et de norme Lq non-nulle (puisque ∥ψn∥Lq(RN ) = ∥ψ∥Lq(RN ) > 0 pour
tout q ∈ [1,∞]).

Sur un domaine borné, un tel phénomène de perte de compacité par
translations ne peut pas se produire. Le théorème de Rellich-Kondrachov
donne de la compacité dans les plongements de Sobolev pour des domaines
bornés de classe C1 (voir le théorème A.45).

Un autre moyen d’obtenir de la compacité est d’utiliser des hypothèses de
symétrie sur les fonctions qui empêchent le phénomène de perte de compacité
par translations. Nous allons le voir dans le cas des espaces de fonctions
radiales. Des résultats plus généraux existent, voir par exemple l’article [27].

2. Un opérateur linéaire T ∶ X → Y entre deux espaces vectoriels normés est dit compact
si et seulement si pour toute suite bornée (xn)n⩾1 ⊆ X, la suite (Txn)n⩾1 admet une sous-
suite convergente dans Y .
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II.1.2 Espaces de fonctions radiales

Définition II.1 (Espaces de fonctions radiales). On définit

C∞c,r(RN) ∶= {u ∈ C∞c (RN) ∣ u est radiale},
H1

r (RN) ∶= {u ∈H1(RN) ∣ u est radiale}.

Remarque II.2. Précisons ce que nous entendons par « fonction radiale ». Si
f ∶ RN → R est une fonction, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

• pour tout x, y ∈ RN , on a ∣x∣ = ∣y∣⇒ f(x) = f(y) ;

• il existe une fonction F ∶ [0,+∞[→ R telle que f(x) = F (∣x∣) ;

• la fonction f est invariante sous l’action de O(N), c’est-à-dire que pour
tout x ∈ RN et pour tout g ∈ O(N), on a f(g ⋅ x) = f(x).

Si f vérifie une de ces assertions, f est dite radiale et la fonction F du second
point est unique.

Nous dirons qu’une fonction f définie presque partout est radiale si pour
tout g ∈ O(N), les fonctions x ↦ f(g ⋅ x) et x ↦ f(x) sont égales presque
partout. Si une suite de fonctions Lp(RN) radiales converge fortement dans
Lp(RN) alors sa limite est également radiale. En particulier, l’espace H1

r (RN)
est fermé dans H1(RN), donc H1

r (RN) est un espace de Hilbert lorsqu’on le
munit du produit scalaire de H1(RN).

Commençons par prouver un résultat de densité.

Lemme II.3. L’espace C∞c,r(RN) est dense dans H1
r (RN).

Démonstration. Soient u ∈ H1
r (RN), (ρn)n⩾1 ⊆ C∞c,r(RN) une suite d’unités

approchées de convolution (voir la définition A.10 et l’exemple A.11 pour
une construction) et ξ ∈ C∞c,r(RN) une fonction de troncature valant 1 sur
B[0,1], nulle sur RN ∖B(0,2) et telle que 0 ⩽ ξ ⩽ 1 (voir la proposition A.4
pour l’existence d’une telle fonction).

Alors la suite (ξ(x/n)(ρn ∗ u))n⩾1 ⊆ C∞c (RN) définie par troncature et
régularisation converge vers u dans H1(RN) (voir la proposition A.37).

De plus, les fonctions de cette suite sont radiales. En effet, si g ∈ O(N)
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et si x ∈ RN , alors

vn(g ⋅ x) = ∫
RN
ρn(y)u(y − g ⋅ x)dy

= ∫
RN
ρn(g ⋅ z)u(g ⋅ (z − x))dz (en posant y ∶= g ⋅ z)

= ∫
RN
ρn(z)u(z − x)dz (car ρn et u sont radiales)

= vn(x).

Lemme II.4 (Lemme radial). Si N ⩾ 2, alors il existe c(N) > 0 tel que
pour toute fonction u ∈ C∞c,r(RN) et pour tout x ∈ RN ∖ {0}, on a

∣u(x)∣ ⩽ c(N)∥u∥
1
2
L2∥∇u∥

1
2
L2 ∣x∣

1−N
2 . (II.1)

Si de plus N ⩾ 3, alors il existe d(N) > 0 tel que pour toute fonction
u ∈ C∞c,r(RN) et pour tout x ∈ RN ∖ {0}, on a

∣u(x)∣ ⩽ d(N)∥∇u∥L2 ∣x∣ 2−N
2 . (II.2)

Démonstration. Soient deux fonctions u ∈ C∞c,r(RN) et U ∈ C∞c ([0,+∞[; R)
telles que u(x) = U(∣x∣) pour tout x ∈ RN . On a alors ∣∇u(x)∣

RN = ∣U ′(∣x∣)∣
pour tout x ∈ RN .

Commençons par écrire ∥u∥L2 et ∥∇u∥L2 en termes de U puis intégrons
en coordonnées sphériques (voir [26, Théorème 7.2.1]). On obtient

∥u∥2
L2 = ∫

RN
∣u(x)∣2 dx

= ∫
+∞

0
∫

S(0,1)
∣U(r)∣2rN−1 dσS(0,1)(ω)dr

= σS(0,1)(S(0,1))∫
+∞

0
∣U(r)∣2rN−1 dr, (II.3)

où σS(0,1) est la mesure usuelle sur la sphère unité. De façon analogue, on a

∥∇u∥2
L2 = ∫

RN
∣∇u(x)∣2 dx

= ∫
+∞

0
∫

S(0,1)
∣U ′(r)∣2rN−1 dσS(0,1)(ω)dr

= σS(0,1)(S(0,1))∫
+∞

0
∣U ′(r)∣2rN−1 dr. (II.4)
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Pour tout 0 ⩽ r ⩽ s, on a

U(s) −U(r) = ∫
s

r
U ′(t)dt.

En faisant tendre s vers +∞ et vu que U est à support compact, on obtient

U(r) = −∫
+∞

r
U ′(t)dt

d’où
∣U(r)∣ ⩽ ∫

+∞

r
∣U ′(t)∣dt.

Si N ⩾ 3, on en déduit que

∣U(r)∣ ⩽ ∫
+∞

r
∣U ′(t)∣dt

⩽
√
∫

+∞

r
t1−N dt

√
∫

+∞

r
∣U ′(t)∣2tN−1 dt

⩽
√

r2−N

N − 2

√
∫

+∞

0
∣U ′(t)∣2tN−1 dt

⩽ (σS(0,1)(S(0,1))(N − 2))−1/2∥∇u∥L2 r
2−N

2

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’égalité (II.4). Ainsi, on a
prouvé l’inégalité (II.2) 3 du lemme radial.

En raisonnant comme précédemment, on a

(U(r))2 = −2∫
+∞

r
U(t)U ′(t)dt ⩽ 2∫

+∞

r
∣U(t)∣ ∣U ′(t)∣dt.

Il existe une constante c̃(N) > 0 telle que

rN−1(U(r))2 ⩽ 2∫
+∞

r
∣U(t)∣ ∣U ′(t)∣ ⋅ rN−1 dt

⩽ 2∫
+∞

r
∣U(t)∣ ∣U ′(t)∣ ⋅ tN−1 dt

⩽ 2
√
∫

+∞

r
∣U(t)∣2tN−1 dt

√
∫

+∞

r
∣U ′(t)∣2tN−1 dt

⩽ 2
√
∫

+∞

0
∣U(t)∣2tN−1 dt

√
∫

+∞

0
∣U ′(t)∣2tN−1 dt

= c̃(N)∥u∥L2∥∇u∥L2

3. Notons qu’on a ici utilisé l’hypothèse N ⩾ 3 lors du calcul de ∫
+∞

r t1−N dt. Si N = 2,
on a ∫

+∞

r t−1 dt = +∞ pour tout r > 0.



II.1 — Plongements compacts 49

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les égalités (II.3) et (II.4).
En posant c(N) ∶=

√
c̃(N), on obtient

∣U(r)∣ ⩽ c(N)∥u∥
1
2
L2∥∇u∥

1
2
L2r

1−N
2 ,

ce qui prouve l’inégalité (II.1) du lemme radial.

Proposition II.5 (Prolongement de la compacité par densité). Soient
X un espace vectoriel normé, Y un espace de Banach et Z un sous-
espace dense de X. Soit T ∈ L(X,Y ) un opérateur linéaire continu. Si
TZ ∈ L(Z,Y ) est la restriction de T à Z, alors TZ est compact si et
seulement si T est compact.

Démonstration. Si T est compact alors TZ l’est aussi. En effet, si (zn)n⩾1 est
une suite bornée de Z, alors (zn)n⩾1 est bornée dans X, donc (TZzn)n⩾1 =
(Tzn)n⩾1 admet une sous-suite convergente dans Y .

Réciproquement, supposons que TZ est compact. Soit (xn)n⩾1 une suite
bornée de X. Puisque Z est dense dans X, il existe une suite (zn)n⩾1 ⊆ Z telle
que pour tout n ⩾ 1, on a ∥xn−zn∥X ⩽ 1

n . Dès lors, la suite (xn−zn)n⩾1 converge
vers 0, donc Txn−Tzn converge également vers 0. Puisque TZ est compact, la
suite (TZzn)n⩾1 = (Tzn)n⩾1 possède une sous-suite convergente (Tznk

)
k⩾1. En

écrivant Txnk
= Tznk

+ (Txnk
− Tznk

), on en conclut que (Txnk
)
k⩾1 converge

vers la même limite que (Tznk
)
k⩾1.

Dans la suite des chapitres, nous utilisons l’exposant critique du plonge-
ment de Sobolev pour l’espace H1(RN) défini comme suit :

2∗ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∞ si N = 2,
2N
N−2 si N ⩾ 3.

Théorème II.6 (Injection compacte de H1
r dans Lq). Si q ∈ ]2,2∗[ et

N ⩾ 2 alors l’injection de H1
r (RN) dans Lq(RN) est compacte.

Démonstration. Soit q ∈ ]2,2∗[.
▷ Étape 1 Contrôle des normes Lq loin de l’origine sur C∞c,r(RN)
Pour toute fonction u ∈ C∞c,r(RN), tout R > 0 et tout x ∈ RN ∖B(0,R), on a

∣u(x)∣ ⩽ c(N)∥u∥H1R
1−N

2
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en majorant ∥u∥L2 et ∥∇u∥L2 par ∥u∥H1 et en minorant ∣x∣ par R dans l’in-
égalité (II.1) du lemme radial (lemme II.4).

Élevons les deux membres de l’inégalité ci-dessus à la puissance q − 2 et
multiplions-les par ∣u(x)∣2∣x∣N−1. Pour tout x ∈ RN ∖B(0,R), on obtient alors

∣u(x)∣q ∣x∣N−1 ⩽ c(N)q−2∥u∥q−2
H1 R

(1−N)(q−2)
2 ∣u(x)∣2∣x∣N−1.

En intégrant l’inégalité précédente sur RN ∖B(0,R), on en déduit que

∥u∥q
Lq(RN∖B(0,R))

⩽ c(N)q−2∥u∥q−2
H1(RN )

R
(1−N)(q−2)

2 ∥u∥2
L2(RN∖B(0,R))

.

En majorant ∥u∥L2(RN∖B(0,R)) par ∥u∥H1(RN ) et en prenant ensuite la racine qe

des deux membres de l’inégalité précédente, il en découle

∥u∥Lq(RN∖B(0,R)) ⩽ c(N)
q−2
q ∥u∥H1R

(1−N)(q−2)
2q . (II.5)

▷ Étape 2 Compacité de l’injection sur C∞c,r(RN)
Considérons une suite (un)n⩾1 ⊆ C∞c,r(RN) bornée en norme H1(RN). On veut
montrer que (un)n⩾1 admet une sous-suite qui converge en norme Lq.

Soit k ⩾ 1. D’après le théorème de Rellich–Kondrachov (théorème A.45)
de compacité de l’injection de H1(B(0, k)) dans Lq(B(0, k)) (car q < 2∗),
la suite (un)n⩾1 possède une sous-suite convergente dans Lq(B(0, k)). Ceci
étant vrai pour tout k, nous pouvons utiliser un argument diagonal : on
pose u0,n ∶= un puis pour tout k ⩾ 1, on extrait une sous-suite (uk,n)n⩾1 de
(uk−1,n)n⩾1 de telle sorte que (uk,n)n⩾1 converge fortement dans Lq(B(0, k)).
Alors, la suite (vn)n⩾1 définie par vn ∶= un,n est une sous-suite de (un)n⩾1 qui
converge fortement dans tous les Lq(B(0, k)) où k ⩾ 1.

En effet, si k,m,n ⩾ 1, on a

∥vm − vn∥Lq(RN ) = ∥vm − vn∥Lq(B(0,k)) + ∥vm − vn∥Lq(RN∖B(0,k)).

Par l’inégalité (II.5), le second terme peut être rendu petit uniformément en
m,n pour k assez grand (car la suite (vn)n⩾1 est bornée en norme H1). Fixons
alors k et rendons le premier terme petit en prenant m et n suffisamment
grands puisque la suite (vn)n⩾1 converge fortement dans Lq(B(0, k)). Donc
la suite (vn)n⩾1 est de Cauchy dans Lq(RN). Puisque Lq(RN) est complet,
(vn)n⩾1 est une sous-suite convergente de (un)n⩾1 dans Lq(RN).
▷ Étape 3 Prolongement de la compacité par densité
D’après la conclusion de l’étape précédente, l’espace (C∞c,r(RN), ∥⋅∥H1) s’injecte
de façon compacte dans Lq(RN). D’après le lemme de densité (lemme II.3) et
par prolongement de la compacité (voir la proposition II.5), nous concluons
que H1

r (RN) s’injecte de façon compacte dans Lq(RN).
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Remarque II.7. L’espace H1
r (R) est donné par

H1
r (R) ∶= {u ∈H1(R) ∣ u(x) = u(−x) presque partout}.

En effet, en dimension 1, le groupe orthogonal ne contient que deux éléments
qui correspondent aux transformations x↦ x et x↦ −x.

Cet espace ne s’injecte de façon compacte dans aucun espace Lp(R). En
effet, considérons une fonction ϕ ∈ C∞c (R) non nulle et à support dans [0,1].
Alors la suite (ϕn)n⩾1 définie par ϕn(x) ∶= ϕ(x−n)+ϕ(−x−n) est une suite de
fonctions paires qui ont la même norme (non nulle) dans H1(R) et la même
norme dans tous les espaces Lp(R). On montre comme pour les phénomènes
de perte de compacité par translations (voir la section II.1.1) que la suite
(ϕn)n⩾1 converge vers 0 au sens des distributions ce qui implique que (ϕn)n⩾1
n’admet aucune sous-suite fortement convergente dans Lp(R).

Ainsi, il est nécessaire de travailler en dimension N ⩾ 2 pour obtenir de
la compacité dans le plongement de Sobolev pour les fonctions radiales, d’où
l’hypothèse N ⩾ 2 à partir de la section II.2.

II.1.3 Pertes de compacité par dilatations

Proposition II.8. Si N ⩾ 1, alors le plongement de H1
r (RN) dans L2(RN)

n’est pas compact.

Démonstration. Considérons une fonction ϕ ∈ C∞c,r(RN) non nulle. En parti-
culier, ϕ appartient à H1

r (RN). Quitte à multiplier ϕ par une constante, nous
pouvons supposer que ∥ϕ∥L2 = 1. Définissons une suite de fonctions par

ϕn(x) ∶= ϕ(xn)n−N/2

pour tout n ⩾ 1. On a ∥ϕn∥L2 = 1 et ∥∇ϕn∥L2 = ∥∇ϕ∥L2/n (voir la proposition
A.35 concernant les dilatations dans les espaces de Sobolev).

Dès lors, la suite (ϕn)n⩾1 est bornée dans H1
r (RN). Montrons qu’elle n’ad-

met aucune sous-suite fortement convergente dans L2(RN) ce qui prouvera
que le plongement de H1

r (RN) dans L2(RN) n’est pas compact.
Supposons qu’il existe une sous-suite (ϕnk

)
k⩾1 et une fonction ϕ̃ ∈ L2(RN)

telles que (ϕnk
)
k⩾1 converge vers ϕ̃ en norme L2. Remarquons que ∥ϕ̃∥L2 = 1

car ∥ϕn∥L2 = 1 pour tout n ⩾ 1.
De plus, la suite (ϕn)n⩾1 converge vers 0 en norme L∞, de même pour

sa sous-suite (ϕnk
)
k⩾1. Puisque la convergence au sens de L∞ implique la

convergence au sens des distributions (voir la proposition A.18), on en déduit



52 Chapitre II — Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

que la suite (ϕnk
)
k⩾1 converge vers 0 au sens des distributions. Or, (ϕnk

)
k⩾1

converge vers ϕ̃ au sens des distributions car la convergence au sens de L2

implique la convergence au sens des distributions (voir la proposition A.18).
Par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit que ϕ̃ est nulle
presque partout ce qui contredit l’égalité ∥ϕ̃∥L2 = 1.

Remarque II.9. Nous observons donc un phénomène de « perte de compacité
à l’infini » pour le plongement de H1

r (RN) dans L2(RN) dû au fait que RN est
non-borné. En effet, d’après le théorème de Rellich–Kondrachov (théorème
A.45), nous savons que si Ω est un ouvert borné de classe C1 de RN , alors
l’injection de H1(Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour tout q ∈ [1,2∗[.

Proposition II.10. Soit N ⩾ 3. Le plongement de H1
r (RN) dans L2∗(RN)

n’est pas compact. Plus généralement, si Ω est un ouvert de RN contenant
0, il existe une suite (ϕn)n⩾1 de fonctions C∞c,r(RN) à support inclus dans
Ω bornée en norme H1 et n’admettant pas de sous-suite convergente en
norme L2∗.

Démonstration. Soient r > 0 tel que B(0, r) est inclus dans Ω et ϕ ∈ C∞c,r(RN)
une fonction non nulle à support dans B(0, r) (voir la proposition A.4 pour
l’existence de telles fonctions). Quitte à multiplier ϕ par une constante, nous
pouvons supposer que ∥ϕ∥L2∗ = 1. On définit

ϕn(x) ∶= ϕ(nx)n
N
2 −1

pour tout n ⩾ 1. Notons que le support de ϕn est inclus dans B(0, rn), en
particulier dans B(0, r). Pour tout n ⩾ 1, on a ∥∇ϕn∥L2 = ∥∇ϕ∥L2 et ∥ϕn∥L2 =
∥ϕ∥L2/n. La suite (ϕn)n⩾1 est donc bornée dansH1(RN). De plus, elle n’admet
aucune sous-suite fortement convergente dans L2∗(RN). En effet, supposons
par l’absurde qu’il existe une sous-suite (ϕnk

)
k⩾1 et une fonction ϕ̃ ∈ L2∗(RN)

telles que (ϕnk
)
k⩾1 converge vers ϕ̃ en norme L2∗ . Pour tout n ⩾ 1, on a

∥ϕn∥L2∗ = 1 (voir la proposition A.35 concernant les dilatations dans les
espaces de Sobolev). Puisque ∥ϕn∥L2 = 1

n , (ϕn)n⩾1 converge vers 0 dans L2.
Vu que la convergence au sens de L2 implique la convergence au sens des
distributions et par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit
que ϕ̃ = 0 presque partout.

Nous avons donc montré que ∥ϕ̃∥L2∗ = 1 et que ϕ̃ = 0, d’où la contradiction
souhaitée.

Remarque II.11. Nous observons ici un phénomène de « perte de compacité
en un point » pour le plongement de H1

r (RN) dans L2∗(RN). Cette fois, le
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problème ne vient plus du fait que le domaine est non borné. Ce phénomène
explique pourquoi l’injection de H1(Ω) dans L2∗(Ω) n’est jamais compacte,
d’où l’inégalité stricte sur l’exposant dans le théorème de Rellich–Kondrachov
(théorème A.45).

II.2 Calcul des variations
II.2.1 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

À partir de maintenant et jusqu’à la fin du mémoire, nous supposons que
la dimension N est supérieure ou égale à 2.

D’après le théorème II.6 l’espace H1
r (RN) s’injecte de façon compacte

dans Lq(RN) pour tout q ∈ ]2,2∗[.
On s’intéresse maintenant à l’inégalité suivante.

Théorème II.12 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Soit q ∈ ]2,2∗[. Il
existe Cq > 0 tel que pour tout u ∈H1(RN), on a

∥u∥Lq ⩽ Cq∥u∥1−s
L2 ∥∇u∥sL2 ,

où s ∶= (q−2)N
2q .

En suivant l’approche de Michael I. Weinstein dans [43], nous allons détermi-
ner la constante optimale Cq dans l’inégalité précédente pour tout q ∈ ]2,2∗[,
ce qui prouvera en particulier le théorème II.12.
Remarque II.13. Notons que s parcourt l’intervalle ]0,1[ lorsque q parcourt
l’intervalle ]2,2∗[. Considérons les valeurs limites de q.
• Dans le cas « q = 2 », l’exposant s est nul et l’inégalité « dégénère » car on

peut prendre C2 = 1 et dans ce cas il y a égalité pour toutes les fonctions
de H1(RN).

• Le cas « q = 2∗ » (pour N ⩾ 3) correspond à l’inégalité ∥u∥L2∗ ⩽ C2∗∥∇u∥L2 .
Nous parlerons de ce cas dans la section II.5.

Remarque II.14. Expliquons d’où proviennent les exposants s et 1−s dans le
théorème II.12. Supposons qu’une inégalité de la forme

∥u∥Lq ⩽ C∥u∥rL2∥∇u∥sL2 , (II.6)

soit vérifiée pour toutes les fonctions u ∈ C∞c (RN). Fixons une fonction ϕ ∈
C∞c (RN) non nulle. Les normes ∥ϕ∥Lq , ∥ϕ∥L2 et ∥∇ϕ∥L2 sont strictement po-
sitives.
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L’inégalité (II.6) doit en particulier être satisfaite pour toutes les fonctions
(µϕ)µ>0. On en déduit que l’inégalité

µ∥ϕ∥Lq ⩽ Cµr∥ϕ∥rL2µ
s∥∇ϕ∥sL2

doit être satisfaite pour tout µ > 0. En considérant le cas µ → 0 et le cas
µ → +∞, on obtient r = 1 − s. De même, l’inégalité (II.6) doit être satisfaite
pour toutes les fonctions (x ↦ ϕ(λx))λ>0. On en déduit (voir la proposition
A.35 concernant les dilations dans les espaces de Sobolev) que l’inégalité

λ−
N
q ∥ϕ∥Lq ⩽ Cλ−

N(1−s)
2 ∥ϕ∥1−s

L2 λ
s(1−N

2 )∥∇ϕ∥sL2

doit être satisfaite pour tout λ > 0. En faisant varier λ de 0 à +∞, on conclut
que

−N
q
= −N(1 − s)

2 + s(1 − N2 ) ,

d’où s = N
2 − N

q = (q−2)N
2q .

Notons que les translations n’apportent pas d’informations dans cette
discussion puisque les deux membres de l’inégalité (II.6) sont invariants par
translation.

Fixons un paramètre q ∈ ]2,2∗[ jusqu’à la fin du chapitre.

II.2.2 Formulation variationnelle

Prouver l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg (théorème II.12) revient à
montrer que l’infimum de la fonctionnelle

J (u) ∶=
∥u∥q(1−s)

L2 ∥∇u∥qs
L2

∥u∥qLq

(II.7)

sur H1(RN)∖{0} est strictement positif. D’après le théorème de plongement
de Sobolev (théorème A.41) et vu que 2 < q < 2∗, cette fonctionnelle est bien
définie sur H1(RN)∖ {0}. Le résultat suivant affirme que les points critiques
de cette fonctionnelle correspondent à des solutions H1(RN) d’équations aux
dérivées partielles.
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Proposition II.15 (Différentiabilité de J , équation d’Euler-Lagrange
associée). La fonctionnelle J est de classe C1 sur H1(RN) ∖ {0} et sa
différentielle au point u ∈H1(RN) ∖ {0} est donnée par

dJ (u) ⋅ h = J (u)
⎛
⎝
q(1 − s)
∥u∥2

L2
∫

RN
u(x)h(x)dx

+ qs

∥∇u∥2
L2
∫

RN
∇u(x) ⋅ ∇h(x)dx

− q

∥u∥qLq
∫

RN
∣u(x)∣q−2u(x)h(x)dx

⎞
⎠

(II.8)

pour tout h ∈ H1(RN). De plus, une fonction u ∈ H1(RN) ∖ {0} est un
point critique de J si et seulement si u est une solution distributionnelle
de l’équation

−∆u +
(1 − s)∥∇u∥2

L2

s∥u∥2
L2

u =
∥∇u∥2

L2

s∥u∥qLq

∣u∣q−2u, (EDPJ )

c’est-à-dire (par définition d’une solution distributionnelle) si

∫
RN

∇u(x) ⋅ ∇ϕ(x)dx +
(1 − s)∥∇u∥2

L2

s∥u∥2
L2

∫
RN
u(x)ϕ(x)dx

=
∥∇u∥2

L2

s∥u∥qLq
∫

RN
∣u(x)∣q−2u(x)ϕ(x)dx

pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (RN).

Remarque II.16. On dit que (EDPJ ) est l’équation d’Euler-Lagrange associée
à la fonctionnelle J . L’identification entre les points critiques de la fonction-
nelle J et les solutions H1(RN) ∖ {0} de l’équation (EDPJ ) est à la base de
la résolution de cette équation par les méthodes de calcul de variations.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, posons

A(u) ∶= ∥u∥2
L2 , B(u) ∶= ∥∇u∥2

L2 , C(u) ∶= ∥u∥qLq .

▷ Étape 1 Différentiabilité de A et B
Les applications

A ∶H1(RN)→ R ∶u↦ A(u)
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et

B ∶H1(RN)→ R ∶u↦ B(u)

définissent des formes quadratiques sur H1(RN). En effet,

H1(RN) ×H1(RN)→ R ∶ (u, v)↦ ∫
RN
u(x)v(x)dx

et

H1(RN) ×H1(RN)→ R ∶ (u, v)↦ ∫
RN

∇u(x) ⋅ ∇v(x)dx

sont des applications bilinéaires symétriques continues sur H1(RN). Donc A
et B sont de classe C∞ sur H1(RN) et leurs différentielles sont données par

dA(u) ⋅ h = 2∫
RN
u(x)h(x)dx (II.9)

et

dB(u) ⋅ h = 2∫
RN

∇u(x) ⋅ ∇h(x)dx (II.10)

pour tout u,h ∈H1(RN).
▷ Étape 2 Différentiabilité de C
D’après la différentiabilité des normes dans les espaces Lp (voir [45, Propo-
sition 1.12]), l’application C ∶ Lq(RN) → R ∶ u ↦ C(u) est de classe C1 et sa
différentielle est donnée par

dC(u) ⋅ h = q∫
RN

∣u(x)∣q−2u(x)h(x)dx (II.11)

pour tout u,h ∈ Lq(RN).
En composant C avec l’injection canonique H1(RN)→ Lq(RN) ∶ u↦ u, le

théorème de dérivation des fonctions composées implique que l’application

C∣H1(RN ) ∶H1(RN)→ R ∶ u↦ C(u)

est différentiable sur H1(RN) et que sa différentielle est donnée par l’expres-
sion (II.11) pour tout u,h ∈H1(RN).
▷ Étape 3 Différentiabilité de J
Pour tout u ∈H1(RN) ∖ {0}, on a

J (u) = A(u) q(1−s)
2 B(u) qs

2

C(u) .
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D’après le théorème de dérivation des fonctions composées, J est de classe
C1 sur H1(RN) ∖ {0} et on a

dJ (u) ⋅ h = J (u)(q(1 − s)2
dA(u) ⋅ h
A(u) + qs2

dB(u) ⋅ h
B(u) − dC(u) ⋅ h

C(u) )

pour tout u ∈ H1(RN) ∖ {0} et h ∈ H1(RN). D’après les expressions (II.9),
(II.10) et (II.11), la différentielle de J au point u est donnée par (II.8).
▷ Étape 4 Équation d’Euler-Lagrange
Vu l’expression de dJ , une fonction u ∈ H1(RN) ∖ {0} est un point critique
de J si et seulement si pour tout h ∈H1(RN), on a

1 − s
∥u∥2

L2
∫

RN
u(x)h(x)dx + s

∥∇u∥2
L2
∫

RN
∇u(x) ⋅ ∇h(x)dx

− 1
∥u∥qLq

∫
RN

∣u(x)∣q−2u(x)h(x)dx = 0.

Comme C∞c (RN) est dense dans H1(RN), cela équivaut à demander que cette
égalité soit vérifiée pour tout h ∈ C∞c (RN), ou encore que u soit solution de
(EDPJ ) au sens des distributions.

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théorème II.17 (Constante optimale dans l’inégalité de Gagliardo-Ni-
renberg, M.I. Weinstein 1982). L’infimum

γ ∶= inf
u∈H1(RN )∖{0}

J (u)

est atteint pour une fonction Q qui :
• appartient à H1

r (RN) ;
• est positive ;
• est une solution distributionnelle non-nulle de l’équation

−∆Q +Q = ∣Q∣q−2Q. (EDPQ)

La fonction Q réalise l’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
(voir le théorème II.12) avec la constante Cq = γ−1/q.

Remarque II.18. Dans le chapitre III, nous présenterons des résultats d’uni-
cité et de régularité pour les solutionsH1(RN) positives de l’équation (EDPQ).
En particulier, nous verrons que Q est de classe C∞(RN). De plus, Q est
l’unique solution H1(RN) positive (sous-entendu non-nulle) de (EDPQ).
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Démonstration. Considérons tout d’abord l’effet des dilatations et des homo-
théties sur la fonctionnelle. Si u ∈ H1(RN) et si λ,µ ∈ R, écrivons uλ,µ(x) ∶=
µu(λx) pour alléger les notations. Un calcul direct (voir la proposition A.35)
montre que

∥uλ,µ∥L2 = µλ−N/2∥u∥L2 ,

∥∇uλ,µ∥L2 = µλ1−N/2∥∇u∥L2 ,

∥uλ,µ∥Lq = µλ−N/q∥u∥Lq ,

J (uλ,µ) = J (u). (II.12)

Il existe une suite minimisante (uk)k⩾1 ⊆H1(RN) ∖ {0} telle que

0 ⩽ γ ∶= inf
u∈H1(RN )∖{0}

J (u) = lim
k→∞
J (uk) < +∞.

Par passage à la valeur absolue dans H1(RN) (voir la proposition A.31),
on peut supposer que les fonctions uk sont à valeurs positives. En effet, uk et
∣uk∣ ont les mêmes normes Lq et leurs gradients ont la même norme L2.

Par symétrisation et d’après l’inégalité de Polya-Szegő (théorème I.70),
nous pouvons supposer de plus que les fonctions uk sont radiales. En effet,
pour tout k ⩾ 1, J (u∗k) ⩽ J (uk) car u∗k a les mêmes normes Lp que uk et son
gradient a une norme L2 inférieure ou égale à celle de uk. De plus, u∗k est une
fonction radiale.

D’après l’égalité (II.12), la fonctionnelle J est invariante par homothéties
et dilatations. On pose (ψk)k⩾1 ∶= (uλk,µk

k )
k⩾1. En choisissant λk ∶= ∥uk∥L2∥∇uk∥−1

L2

et µk ∶= ∥uk∥
N−2

2
L2 ∥∇uk∥

−
N
2

L2 , nous obtenons une suite (ψk)k⩾1 ⊆ H1
r (RN) telle

que

ψk ⩾ 0, ∥ψk∥L2 = 1, ∥∇ψk∥L2 = 1, J (ψk) ⩾ γ, J (ψk)ÐÐÐ→
k→+∞

γ. (II.13)

La suite (ψk)k⩾1 est bornée dans H1(RN). Ainsi, grâce au théorème de com-
pacité faible des boules dans un espace de Hilbert (voir [44, Theorem 5.3.9])
et quitte à passer à une sous-suite, on peut supposer que la suite (ψk)k⩾1
converge faiblement vers un certain Ψ appartenant à H1(RN). Puisque 2 <
q < 2∗, l’injection de H1

r (RN) dans Lq(RN) est compacte d’après le théorème
II.6. Dès lors, quitte à passer de nouveau à une sous-suite, on peut supposer
que la suite (ψk)k⩾1 converge fortement vers Ψ dans Lq(RN). Pour tout k ⩾ 1,
on a J (ψk) = 1

∥ψk∥
q
Lq

d’après (II.13). De plus, la suite (J (ψk))k⩾1 est bornée
supérieurement car elle converge vers γ. On en déduit qu’il existe c > 0 tel
que ∥ψk∥qLq ⩾ c pour tout k ⩾ 1. Vu que la suite (ψk)k⩾1 converge vers Ψ dans
Lq, alors ∥Ψ∥qLq ⩾ c. En particulier, Ψ est non-nulle. La fonction Ψ est radiale
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car les fonctions ψk le sont et que la suite (ψk)k⩾1 converge vers Ψ dans Lq
(voir la remarque II.2).

Les fonctions u ↦ ∥u∥L2 et u ↦ ∥∇u∥L2 sont convexes et continues sur
H1(RN). Elles sont donc faiblement semi-continues inférieurement (voir [9,
Corollary 3.9]), d’où ∥Ψ∥L2 ⩽ 1 et ∥∇Ψ∥L2 ⩽ 1. On en déduit que

γ ⩽ J (Ψ) =
∥∇Ψ∥qs

L2∥Ψ∥q(1−s)
L2

∥Ψ∥qLq

⩽ 1
∥Ψ∥qLq

= lim
k→∞
J (ψk) = γ (II.14)

vu que la suite (ψk)k⩾1 converge vers Ψ dans Lq et que J (ψk) = 1
∥ψk∥

q
Lq
. Par

conséquent, les inégalités qui précèdent sont des égalités. Dès lors, on a

γ = J (Ψ) = 1
∥Ψ∥qLq

, (II.15)

∥∇Ψ∥qs
L2∥Ψ∥q(1−s)

L2 = 1. (II.16)

En particulier, γ est strictement positif.
Puisque ∥Ψ∥L2 ⩽ 1, que ∥∇Ψ∥L2 ⩽ 1, que les exposants qs et q(1 − s) sont

positifs et d’après l’égalité (II.16), on obtient ∥Ψ∥L2 = ∥∇Ψ∥L2 = 1.
Vu que γ = J (Ψ), Ψ est un minimum global de J sur H1(RN) ∖ {0}.

Ceci prouve les deux premiers points du théorème puisque Ψ appartient à
H1

r (RN). De plus, Ψ est un point critique de J . On en déduit que Ψ est une
solution de l’équation (EDPJ ) (voir la proposition II.15), c’est-à-dire que

−∆Ψ +
(1 − s)∥∇Ψ∥2

L2

s∥Ψ∥2
L2

Ψ =
∥∇Ψ∥2

L2

s∥Ψ∥qLq

∣Ψ∣q−2Ψ

au sens des distributions. Vu que ∥Ψ∥L2 = ∥∇Ψ∥L2 = 1, que 1
∥Ψ∥

q
Lq

= γ d’après
les égalités (II.15) et que Ψ est positive, on obtient

−∆Ψ + 1 − s
s

Ψ − γ
s

Ψq−1 = 0 (II.17)

au sens des distributions.
Nous aimerions simplifier les coefficients qui apparaissent dans l’équation

(II.17), notamment le coefficient γ qui dépend de Q et non directement de q
et de N . Si λ et µ sont strictement positifs, alors Ψλ,µ est solution de

−µλ2∆Ψλ,µ + µ(1 − s)
s

Ψλ,µ − γµ
q−1

s
(Ψλ,µ)q−1 = 0.

Nous pourrons simplifier les coefficients dans l’équation (II.17) si

sµλ2 = µ(1 − s) = γµq−1. (II.18)
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Si λ et µ sont strictement positifs, les équations (II.18) admettent un unique
couple (λ,µ) de solutions donné par λ ∶=

√
1−s
s et µ ∶= (1−s

γ
)

1
q−2 . Si Q ∶= Ψλ,µ,

alors Q est une solution de (EDPQ). Puisque la fonctionnelle J est invariante
par dilatations et homothéties, Q est un minimum global de J . Dès lors, la
constante optimale dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg est donnée par
Cq = γ−

1
q et la fonction Q réalise l’égalité dans l’inégalité.

D’après le théorème II.17, il existe une solution H1(RN) non nulle de
l’équation (EDPQ) qui est un minimum global de J . Réciproquement, nous
allons montrer dans les sections suivantes que toutes les solutions H1(RN)
non nulles de l’équation (EDPQ) sont des points critiques de J .
Remarque II.19. Toutes ces solutions ne sont pas des minima globaux de J
sur H1(RN) ∖ {0}. À la fin du chapitre suivant, nous pourrons déterminer
tous les minima globaux de J et nous citerons des résultats d’existence de
solutions qui impliquent qu’il existe une infinité de solutions qui ne sont pas
des minima globaux de J .

D’après la proposition II.15, une fonction u ∈ H1(RN) ∖ {0} est un point
critique de J si et seulement si u est une solution de l’équation (EDPJ ).
Nous devons donc prouver que toutes les solutions Q ∈ H1(RN) non nulles
de l’équation (EDPQ) sont telles que

(1 − s)∥∇Q∥2
L2

s∥Q∥2
L2

=
∥∇Q∥2

L2

s∥Q∥qLq

= 1.

Afin de prouver ces égalités reliant ∥Q∥L2 , ∥Q∥Lq et ∥∇Q∥L2 , il est utile de
prouver d’abord un résultat de régularité sur les solutions H1(RN) non-nulles
de l’équation (EDPQ). Ce résultat est présenté dans la section suivante.

Finalement, remarquons que l’équation (EDPQ) admet une formulation
variationnelle. En effet, en raisonnant de la même façon que pour la propo-
sition II.15, on montre que la fonctionnelle A définie par

A(u) ∶= 1
2∥∇u∥2

L2 +
1
2∥u∥2

L2 −
1
q
∥u∥qLq (II.19)

est de classe C1 sur H1(RN) et que les points critiques de A correspondent
aux solutions de (EDPQ).
Remarque II.20. La fonctionnelle A n’est pas bornée inférieurement. On
ne peut pas trouver de solutions à (EDPQ) en minimisant globalement A
sur H1(RN) comme on l’a fait pour J . Il faut plutôt minimiser A sous
contraintes. Voir par exemple [5, Section 3. The Constrained Minimization
Problem].
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II.3 Régularité des solutions H1(RN)
Dans cette section, nous allons étudier la régularité des solutions H1(RN)

de l’équation (EDPQ) et montrer que de telles solutions convergent vers 0 à
l’infini ainsi que leurs dérivées premières et secondes.

Pour cela, nous allons utiliser la méthode dite du « bootstrap », basée sur
le théorème de plongement de Sobolev pour les espaces de SobolevW k,p(RN)
(théorème A.41). Nous avons également besoin du résultat suivant, dû à
A.P. Calderón (voir [1, Theorem 1.2.3]).

Théorème II.21 (Théorie W k,p(RN) pour l’équation −∆u + u = f).
Soient p ∈ ]1,∞[, k ∈ N et f ∈W k,p(RN). Si u ∈H1(RN) est une solution
de l’équation −∆u + u = f alors u appartient à W k+2,p(RN).

Remarque II.22. Nous admettons le théorème précédent. Sa preuve utilise
des techniques d’analyse harmonique. L’hypothèse « u ∈H1(RN) » n’est pas
essentielle, il suffit de savoir que u est une distribution tempérée sur RN .

Signalons que la référence [1, Theorem 1.2.3] concerne uniquement le cas
k = 0. Le cas général s’en déduit car, si f ∈ W k,p(RN) est une solution de
−∆u + u = f , alors pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k, on a

−∆(∂αu) + ∂αu = ∂αf,

d’où ∂αu appartient à Lp(RN) en utilisant le théorème avec k = 0.
La méthode de bootstrap utilisera de façon répétée le lemme suivant.

Lemme II.23. Si Q ∈H1(RN) est une solution de (EDPQ) appartenant
à Ls(RN) où s ∈ ]q − 1,∞[, alors Q appartient à W 2,s/(q−1)(RN).

Démonstration. La fonction Q est une solution de l’équation −∆Q +Q = f
où f ∶= ∣Q∣q−2Q. On en déduit que Q appartient à W 2,s/(q−1)(RN) d’après le
théorème II.21 vu que f appartient à Ls/(q−1)(RN) =W 0,s/(q−1)(RN).

La méthode de boostrap est présentée notamment dans [22, Section 12.2].
En pratique, l’argument est souvent repris « au cas par cas » selon l’équation à
traiter, voir par exemple [15, Proof of Theorem 1.1] ou [8, Proof of Proposition
2.2]. Le résultat suivant est, quant à lui, basé sur [13, Theorem 8.1.1].
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Théorème II.24 (Régularité et limite à l’infini des solutions H1(RN)
de (EDPQ)). Si Q ∈H1(RN) est une solution de (EDPQ), alors
• Q appartient à W 3,p(RN) pour tout p ∈ [ 2

q−1 ,+∞[ ∩ ]1,+∞[ ;

• Q appartient à C2,θ
unif(RN) pour tout θ ∈ ]0,1[ ;

• pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ 2, on a

lim
∣x∣→∞

∂αQ(x) = 0.

En particulier, Q est une fonction bornée de classe C2(RN).

Remarque II.25. Notons que 2
q−1 < 2 car q > 2.

Démonstration. Soit Q ∈H1(RN) une solution de (EDPQ).
▷ Étape 1 Plongement de Sobolev pour H1(RN)
Le théorème de plongement de Sobolev (théorème A.41) implique que :
• si N = 2, Q appartient à Ls(RN) pour tout s ∈ [2,∞[ ;
• si N ⩾ 3, Q appartient à Ls(RN) pour tout s ∈ [2,2∗] où 2∗ = 2N

N−2 .
Si N = 2, le lemme II.23 implique que Q appartient àW 2,p(RN) pour tout

p ∈ [ 2
q−1 ,+∞[ ∩ ]1,+∞[. On peut alors passer directement à l’étape 3.
Si N ⩾ 3, nous allons montrer dans l’étape 2 que Q appartient àW 2,p(RN)

pour tout p ∈ [ 2
q−1 ,+∞[∩]1,+∞[ en utilisant la méthode de bootstrapW 2,p(RN).

▷ Étape 2 Bootstrap W 2,p(RN) pour N ⩾ 3
Montrons tout d’abord que

∃p ⩾ N
2 , Q ∈W 2,p(RN). (II.20)

Puisque Q appartient à Ls(RN) pour tout s ∈ [2,2∗], le lemme II.23
implique que Q appartient à W 2,p(RN) pour tout p ∈ [ 2

q−1 , p1] ∩ ]1,+∞[ où
p1 ∶= 2∗

q−1 . Remarquons que p1 > 1 puisque q < 2∗. Deux cas sont possibles.
• Si p1 ⩾ N

2 , on a prouvé (II.20).
• Si p1 < N

2 , on passe à la suite du raisonnement.
Si p1 < N

2 , le théorème de plongement de Sobolev implique que l’espace
W 2,p1(RN) se plonge dans Ls(RN) pour tout s ∈ [p1,

Np1
N−2p1

].
D’après le lemme II.23, Q appartient à W 2,p(RN) pour tout p ∈ [ p1

q−1 , p2]∩
]1,+∞[ où p2 ∶= Np1

(q−1)(N−2p1)
. On verra ci-dessous que p2 > 1.

À nouveau, deux cas sont possibles.



II.3 — Régularité des solutions H1(RN) 63

• Si p2 ⩾ N
2 , on a prouvé (II.20).

• Si p2 < N
2 , on recommence le processus.

De manière générale, à l’étape n ⩾ 1, on sait que Q appartient à W 2,pn(RN)
avec pn < N

2 (on ne définit pas pn+1, pn+2, . . . si pn ⩾ N
2 ). Par le théorème de

plongement de Sobolev, ∣Q∣q−2Q appartient à L
Npn

(q−1)(N−2pn) (RN). Le lemme II.23
implique alors que Q appartient à W 2,pn+1(RN) où

pn+1 ∶=
Npn

(q − 1)(N − 2pn)
car, comme on va le montrer juste après, pn+1 > 1.

Les pn sont les itérées de p1 pour la fonction S ∶ R ∖ {N2 } → R ∶ p ↦
Np

(q−1)(N−2p) (voir la figure II.1). Un calcul élémentaire montre que

S(p) > p ⇐⇒ p ∈ ]N2
q − 2
q − 1 ,

N

2 [. (II.21)

De plus, N2
q−2
q−1 < p1 car q < 2∗.

p

dia
gon

ale

N
2

N
2
q−2
q−1

S

p1

Figure II.1 – Graphe de la fonction S.

On veut montrer qu’en appliquant un nombre fini (peut-être nul) de fois
la fonction S à p1, on finit par dépasser la valeur N

2 . Supposons par l’absurde
que ce n’est pas le cas. En particulier, p1 < N

2 donc p1 appartient à ]N2
q−2
q−1 ,

N
2 [.

Dès lors, la suite (pn)n⩾1 est strictement croissante et ses termes appar-
tiennent à ]N2

q−2
q−1 ,

N
2 [ (d’après l’équivalence II.21). Étant croissante et majorée

par N
2 , la suite (pn)n⩾1 converge vers un certain p tel que 1 < p ⩽ N

2 . Puisque
pour tout n ⩾ 1 on a

(q − 1)(N − 2pn)pn+1 = Npn,
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on en déduit en passant à la limite que

(q − 1)(N − 2p)p = Np,

d’où
p = N(q − 2)

2(q − 1) .

Puisque q < 2∗, on a q − 2 < 4
N−2 d’où

p < 2N
(q − 1)(N − 2) = 2∗

q − 1 = p1,

ce qui contredit la stricte croissance de la suite.
On a donc prouvé qu’il existe un indice n ⩾ 1 tel que pn ⩾ N

2 . Puisque Q
appartient à W 2,pn(RN), cela prouve l’objectif (II.20).

D’après le théorème de plongement de Sobolev et vu que pn ⩾ N
2 , Q

appartient soit à Ls(RN) pour tout s ∈ [pn,∞[ soit à L∞(RN). Comme Q ∈
L2(RN), on a par interpolation dans les espaces Lp (voir [9, Theorem 4.6,
Remark 2]) que Q appartient à Ls(RN) pour tout s ∈ [2,∞[. Dès lors, le
lemme II.23 implique que Q appartient à W 2,p(RN) pour tout p ∈ [ 2

q−1 ,∞[ ∩
]1,∞[, ce qui achève l’argument de bootstrap.

▷ Étape 3 Régularité W 3,p(RN)
D’après ce qui précède, Q appartient à W 2,p(RN) pour tout p ∈ [ 2

q−1 ,∞[ ∩
]1,∞[, en particulier pour tout p ∈ [2,∞[.

Si θ ∈ ]0,1[ alors, en prenant p = N
1−θ > 2, le théorème de plongement de

Sobolev (théorème A.41) pour l’espace W 2,p(RN) implique que la fonction
Q appartient à l’espace de Hölder C1,θ

unif(RN). En particulier, Q est de classe
C1(RN) et est bornée sur RN .

Si p ∈ [ 2
q−1 ,∞[ ∩ ]1,∞[ alors la fonction ∂i(∣Q∣q−2Q) = (q − 1)∣Q∣q−2∂iQ

appartient à Lp(RN) puisque Q est bornée et que ∂iQ appartient à Lp(RN).
Dès lors, ∣Q∣q−2Q appartient à W 1,p(RN) pour tout p ∈ [ 2

q−1 ,∞[ ∩ ]1,∞[.
D’après la théorieW k,p(RN) pour l’équation −∆u+u = f (théorème II.21),

on en déduit que Q appartient à W 3,p(RN) pour tout p ∈ [ 2
q−1 ,∞[ ∩ ]1,∞[.

▷ Étape 4 Régularité C2,θ
unif(RN) et conclusion

Puisque Q appartient àW 3,p(RN) pour tout p ∈ [ 2
q−1 ,∞[∩]1,∞[, le théorème

de plongement de Sobolev implique que Q appartient à C2,θ
unif(RN) pour tout

θ ∈ ]0,1[ (on obtient la régularité C2,θ
unif en prenant p = N

1−θ > 2).
En particulier, pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ 2, ∂αQ est une fonction

uniformément continue et bornée sur RN appartenant à Lp(RN) (car ∂αQ
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appartient à W 2−∣α∣,p(RN)). On en déduit que ∂αQ converge vers 0 à l’in-
fini car les fonctions uniformément continues sur RN appartenant à Lp(RN)
convergent vers 0 à l’infini.

En effet, si une fonction u ∶ RN → R uniformément continue ne converge
pas vers 0 en l’infini, alors il existe deux réels positifs ε > 0, δ > 0 et une suite
(xn)n⩾1 ⊆ RN tels que les boules (B(xn, δ))n⩾1 sont disjointes et tels que ∣u∣
prend des valeurs supérieures à ε sur toutes ces boules. Ceci implique que u
n’appartient pas à Lp(RN).

Remarque II.26. En général, on ne peut pas poursuivre le raisonnement pré-
cédent pour de plus grandes valeurs de p car la fonction t↦ ∣t∣q−2t n’est pas de
classe C2(R) si 2 < q ⩽ 3. Néanmoins, nous prouverons dans le chapitre III que
les solutions positives de (EDPQ) sont de classe C∞(RN). En effet, la fonc-
tion t ↦ ∣t∣q−2t est de classe C∞ sur ]0,+∞[. Il ne s’agira cependant que de
résultats locaux portant sur la régularité et pas de résultats globaux comme
ceux du résultat précédent (voir la remarque III.4).

II.4 Identités de l’énergie et de Pohožaev, ground
states

Nous pouvons maintenant prouver les identités impliquant que toutes les
solutions de (EDPQ) sont des points critiques de J .

Proposition II.27 (Identité de l’énergie). Si Q ∈H1(RN) est une solu-
tion de l’équation (EDPQ), alors

∥∇Q∥2
L2 + ∥Q∥2

L2 = ∥Q∥qLq .

Démonstration. Si Q ∈H1(RN) est une solution de (EDPQ), on a

∫
RN
Q(x)h(x)dx + ∫

RN
∇Q(x) ⋅ ∇h(x)dx − ∫

RN
∣Q(x)∣q−2Q(x)h(x)dx = 0

pour tout h ∈H1(RN). L’identité de l’énergie s’obtient en prenant h = Q.

Remarque II.28. Présentons une autre interprétation de l’identité de l’énergie,
basée sur la formulation variationnelle donnée par la fonctionnelle

A(u) = 1
2∥∇u∥2

L2 +
1
2∥u∥2

L2 −
1
q
∥u∥qLq .
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Soit Q ∈H1(RN) une solution de (EDPQ). Pour tout µ > 0, on a

A(µQ) = µ
2

2 ∥∇Q∥2
L2 +

µ2

2 ∥Q∥2
L2 −

µq

q
∥Q∥qLq .

Dès lors,
d

dµ
(A(µQ))

∣µ=1 = ∥∇Q∥2
L2 + ∥Q∥2

L2 − ∥Q∥qLq .

De plus, on a

d
dµ

(A(µQ))
∣µ=1 = dA(Q) ⋅ ( d

dµ(µQ))
∣µ=1

= dA(Q) ⋅Q = 0

puisque Q est un point critique de A. On en déduit l’identité de l’énergie en
égalant les deux expressions obtenues pour d

dµ(A(µQ))
∣µ=1.

Proposition II.29 (Identité de Pohožaev). Si Q ∈ H1(RN) est une so-
lution de l’équation (EDPQ), alors

(N − 2)∥∇Q∥2
L2 +N∥Q∥2

L2 =
2N
q

∥Q∥qLq .

Remarque II.30. L’intuition consiste à faire un raisonnement semblable à
celui de la remarque II.28 en considérant les dilatations Dλ ∶ Q(x) ↦ Q(λx)
au lieu des homothétites Hµ ∶ Q(x)↦ µQ(x).

Soit Q ∈H1(RN) une solution de (EDPQ). Pour tout λ > 0, on a

A(DλQ) = λ
2−N

2 ∥∇Q∥2
L2 +

λ−N

2 ∥Q∥2
L2 −

λ−N

q
∥Q∥qLq ,

d’où
d

dλ
(A(DλQ))

∣λ=1 =
2 −N

2 ∥∇Q∥2
L2 −

N

2 ∥Q∥2
L2 +

N

q
∥Q∥qLq .

Puisque Q est un point critique de A, on s’attend à ce que

d
dλ

(A(DλQ))
∣λ=1 = 0 (II.22)

par analogie avec le raisonnement présenté dans la remarque II.28. Si l’égalité
(II.22) est vérifiée, nous obtenons alors l’identité

(N − 2)∥∇Q∥2
L2 +N∥Q∥2

L2 =
2N
q

∥Q∥qLq .
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Étudions la dérivabilité de l’application λ↦ A(DλQ) en λ = 1. Montrons
qu’au sens des distributions, on a

DλQ −Q
λ − 1

D′(RN )ÐÐÐÐ→
λ→1

x ⋅ ∇Q. (II.23)

En effet, si ϕ ∈ C∞c (RN) et λ ≠ 1, on obtient

∫
RN
Q(λx)ϕ(x)dx = ∫

RN
Q(y)ϕ(y/λ)λ−N dy

en posant y ∶= λx. On en déduit que

∫
RN

Q(λx) −Q(x)
λ − 1 ϕ(x)dx = ∫

RN
Q(y)ϕ(y/λ)λ

−N − ϕ(y)
λ − 1 dy.

La dérivée de l’application ]0,+∞[→ R ∶ λ↦ ϕ(y/λ)λ−N est la fonction

]0,+∞[→ R ∶ λ↦ −y ⋅ ∇ϕ(y/λ)λ−N−2 −Nϕ(y/λ)λ−N−1.

Lorsque λ ∈ [1/2,3/2], les fonctions y ↦ ϕ(y/λ)λ−N−ϕ(y)
λ−1 sont à support dans

un même intervalle compact I, convergent ponctuellement vers

−y ⋅ ∇ϕ(y) −Nϕ(y)

lorsque λ → 1 et sont uniformément bornées par une expression de la forme
C(I)(∥ϕ∥L∞(I)+∥∇ϕ∥L∞(I)). D’après le théorème de convergence dominée de
Lebesgue, on en déduit que

∫
RN
Q(y)ϕ(y/λ)/λ − ϕ(y)

λ − 1 ÐÐ→
λ→1

−∫
RN
Q(y)(y ⋅ ∇ϕ(y) +Nϕ(y))dy.

De plus, on a

∫
RN
Q(y)y ⋅ ∇ϕ(y)dy = ∑

1⩽i⩽N
∫

RN
Q(y)yi∂iϕ(y)dy

= ∑
1⩽i⩽N

∫
RN
Q(y)(∂i(yiϕ)(y) − ϕ(y))dy

= ∫
RN

(y ⋅ ∇Q(y) −NQ(y))ϕ(y)dy.

D’après ce qui précède, on a montré que

∫
RN
Q(y)ϕ(y/λ)/λ − ϕ(y)

λ − 1 ÐÐ→
λ→1 ∫RN

y ⋅ ∇Q(y)ϕ(y)dy

ce qui prouve le résultat (II.23).
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Le problème est qu’on ne sait pas si x ⋅ ∇Q appartient ou non à H1(RN).
Si ce n’est pas le cas, la fonction λ↦DλQ n’est pas dérivable en λ = 1.

Une façon de procéder consiste à prouver que ∇Q converge vers 0 suffi-
samment rapidement à l’infini. On peut montrer que Q et ses dérivées pre-
mières décroissent exponentiellement à l’infini (voir [13, Theorem 8.1.1]).
Dans ce cas, la décroissance exponentielle de ∇Q à l’infini implique que
x ⋅ ∇Q ∈H1(RN), ce qui permet de prouver l’égalité (II.22).

Dans le chapitre suivant, nous montrerons un tel résultat de décroissance
exponentielle sur Q et ses dérivées mais uniquement pour les fonctions ra-
diales (voir le théorème III.13).

La preuve de l’identité de Pohožaev qui suit se base sur une approche par
intégration par parties utilisant un argument de troncature. Cette preuve ne
nécessite pas d’estimée de décroissance sur ∇Q. Nous suivons la présentation
de [45, Theorem B.3].

Avant de passer à la démonstration, nous rappelons le résultat d’intégra-
tion suivant (voir par exemple [44, Theorem 9.2.4]).

Théorème II.31 (Théorème de la divergence pour les boules). Soient
x0 ∈ RN , R > 0 et v ∈ C1(B[x0,R]; RN), alors on a

∫
B]x0,R[

div v(x)dx = 1
R ∫S(x0,R)

v(ω) ⋅ ω dσS(x0,R)(ω),

où div v ∶= ∑1⩽i⩽N ∂ivi est la divergence de v et σS(x0,R) est la mesure
usuelle sur la sphère S(x0,R).

Démonstration de la proposition II.29. L’intuition consiste à intégrer (−∆Q+
Q − ∣Q∣q−2Q)(x ⋅ ∇Q) = 0 sur RN . On travaillera d’abord sur des domaines
bornés et avec des fonctions de troncature.
▷ Étape 1 Introduction d’une suite de fonctions de troncature
Soit ψ ∈ C∞c (R) une fonction décroissante valant 1 sur ]−∞,1] et nulle sur
[4,+∞[ (une telle fonction existe d’après la proposition A.3). Pour tout n ⩾ 1,
on pose

ψn(x) ∶= ψ(∣x∣2/n2).
D’après les hypothèses sur ψ, le support de ψn est inclus dans B[0,2n] et
celui de ∇ψn dans B[0,2n] ∖B(0, n). Pour tout 1 ⩽ i ⩽ N , on a

∂iψn(x) ∶= 2xi ∂iψ(∣x∣2/n2)/n2

d’où
∣∂iψn(x)∣ ⩽ 2∣x∣ ∣∇ψ∣/n2.
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Si ∣x∣ ⩽ 2n, on a

∣x∣ ∣∇ψn(x)∣ ⩽ 2N ∣x∣2∣∇ψ∣/n2 ⩽ 8N ∣∇ψ∣.

Cette inégalité est également vraie si ∣x∣ > 2n puisque le support de ψn est
inclus dans B[0,2n].

En résumé, il existe c > 0 tel que pour tout n ⩾ 1 et tout x ∈ RN , on a

0 ⩽ ψn(x) ⩽ 1, ∣∇ψn(x)∣ ∣x∣ ⩽ c. (II.24)

▷ Étape 2 Utilisation du théorème de la divergence
Pour alléger les notations, on pose

f(t) ∶= ∣t∣q−2t − t, F (t) ∶= ∣t∣q/q − t2/2. (II.25)

Remarquons que F ′ = f et que F (Q) est intégrable sur RN puisque q < 2∗.
Puisque Q est solution de l’équation (EDPQ), on a

ψn(∆Q + f(Q))(x ⋅ ∇Q) = 0. (II.26)

Faisons apparaître des termes s’écrivant comme une divergence afin d’appli-
quer ensuite le théorème de la divergence. Pour tout n ⩾ 1, un calcul explicite
montre que

ψnf(Q)(x ⋅ ∇Q) = div(ψnF (Q)x) − F (Q)(∇ψn ⋅ x) − ψnNF (Q),

ψn∆Q(x ⋅ ∇Q) = div(ψn(x ⋅ ∇Q)∇Q)
− ((∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + ψn∣∇Q∣2 + ψnx ⋅ ∇(∣∇Q∣2/2))

= div(ψn[(x ⋅ ∇Q)∇Q − (∣∇Q∣2/2)x])
+ (∣∇Q∣2/2)(∇ψn ⋅ x) + ψn(N − 2)(∣∇Q∣2/2)
− (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q).

Si R > 0, l’égalité (II.26) et les calculs précédents impliquent que

0 = ∫
B(0,R)

ψn(∆Q + f(Q))(x ⋅ ∇Q)dx

= ∫
B(0,R)

div(ψn[F (Q)x + (x ⋅ ∇Q)∇Q − (∣∇Q∣2/2)x])dx

+ ∫
B(0,R)

((∣∇Q∣2/2)(∇ψn ⋅ x) + ψn(N − 2)(∣∇Q∣2/2)

− (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) − ψnNF (Q) − F (Q)(∇ψn ⋅ x))dx.
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D’après les égalités précédentes et le théorème de la divergence pour les boules
(théorème II.31), on obtient

∫
B(0,R)

[ψn(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))

+ (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + (∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))]dx

= ∫
B(0,R)

div(ψn[F (Q)x + (x ⋅ ∇Q)∇Q − (∣∇Q∣2/2)x])dx

= 1
R ∫S(0,R)

(ψn[F (Q)ω + (ω ⋅ ∇Q)∇Q − (∣∇Q∣2/2)ω] ⋅ ω)dσS(0,R)(ω).
(II.27)

▷ Étape 3 Passage à la limite pour R → +∞
Fixons n ⩾ 1 et faisons tendre R vers +∞. Le support de ψn est inclus dans
B(0,R0) pour un certain R0 > 0. Si R > R0, l’intégrale

∫
S(0,R)

(ψn[F (Q)ω + (ω ⋅ ∇Q)∇Q − (∣∇Q∣2/2)ω] ⋅ ω)dσS(0,R)(ω)

est nulle et l’intégrale

∫
B(0,R)

[ψn(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))

+ (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + (∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))]dx

est égale à

∫
RN

[ψn(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))

+ (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + (∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))]dx.

D’après l’égalité (II.27), cette dernière intégrale est nulle.
▷ Étape 4 Passage à la limite pour n→∞
Puisque F (Q) et ∣∇Q∣2 sont intégrables sur RN et que 0 ⩽ ψn ⩽ 1, le théorème
de convergence dominée implique que

∫
RN
ψn(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))dx

converge vers
∫

RN
(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))dx

lorsque n→∞. Considérons maintenant l’intégrale

∫
RN

(∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + (∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))dx.

Remarquons que :
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• les fonctions intégrées convergent ponctuellement vers 0 lorsque n → ∞
car le support de ψn est inclus dans B[0,2n] ∖B(0, n) ;

• pour tout n ⩾ 1, on a

∣(∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q)∣ ⩽ ∣∇ψn∣ ∣x∣ ∣∇Q∣2 ⩽ c∣∇Q∣2

et
∣(∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))∣ ⩽ c (∣F (Q)∣ + ∣∇Q∣2/2)

d’après les majorations (II.24).
Puisque F (Q) et ∣∇Q∣2 sont intégrables sur RN , on peut appliquer le théorème
de convergence dominée. Dès lors,

∫
RN

(∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q)dx

et
∫

RN
(∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))dx

convergent vers 0 lorsque n→∞. Puisque

∫
RN

[ψn(NF (Q) − (N − 2)(∣∇Q∣2/2))

+ (∇ψn ⋅ ∇Q)(x ⋅ ∇Q) + (∇ψn ⋅ x)(F (Q) − (∣∇Q∣2/2))]dx = 0,

les résultats précédents impliquent que

N ∫
RN
F (Q)dx = N − 2

2 ∫
RN

∣∇Q∣2 dx,

d’où l’identité de Pohožaev d’après la définition de F (voir (II.25)).

Proposition II.32. Toutes les solutions Q ∈H1(RN) de l’équation (EDPQ)
sont telles que

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∥Q∥qLq =
1

1 − s∥Q∥2
L2 ,

∥∇Q∥2
L2 =

s

1 − s∥Q∥2
L2

où s = N(q−2)/(2q) est l’exposant apparaisant dans l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg (théorème II.12).

Démonstration. Il suffit d’appliquer les identités de l’énergie et de Pohožaev.
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Dès lors, toutes les solutions non nulles de l’équation (EDPQ) sont des
solutions de l’équation (EDPJ ). D’après la proposition II.15, il s’agit de
points critiques de J .

Ces identités permettent aussi de montrer la proposition suivante.

Proposition II.33. Il existe des constantes c1, c2, c3, c4 > 0 telles que
toutes les solutions Q ∈H1(RN) non nulles de (EDPQ) vérifient

∥Q∥L2 = c1∥Q∥
q
2
Lq = c2∥∇Q∥L2 = c3J (Q)

1
q−2 = c4(A(Q))

1
2 .

En particulier, les solutions de (EDPQ) qui atteignent le minimum de
J sur H1(RN) ∖ {0} et réalisent l’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg minimisent simultanément ∥Q∥L2, ∥Q∥Lq , ∥∇Q∥L2, J (Q) et
A(Q) parmi les solutions de (EDPQ).

Démonstration. D’après la proposition (II.32), on a

J (Q) =
∥Q∥q(1−s)

L2 ∥∇Q∥qs
L2

∥Q∥qLq

=
∥Q∥q(1−s)

L2 ( s
1−s)

qs/2∥Q∥qs
L2

1
1−s∥Q∥2

L2

= C∥Q∥q−2
L2

où C ∶= sqs/2(1 − s)1−(qs/2). De même, on a

A(Q) = 1
2∥∇Q∥2

L2 +
1
2∥Q∥2

L2 −
β

q
∥Q∥qLq

= s

2(1 − s)∥Q∥2
L2 +

1
2∥Q∥2

L2 −
1

q(1 − s)∥Q∥2
L2

=D∥Q∥2
L2

où D ∶= q−2
2q(1−s) . Notons que D > 0 car q > 2 et s < 1.

Remarque II.34. La terminologie ground states est souvent employée dans la
littérature afin de désigner les solutions de (EDPQ) qui réalisent le minimum
global de J . Il faut cependant se méfier d’une telle terminologie puisque,
comme nous l’avons vu, ces solutions sont minimales en (au moins) cinq sens
différents. Ainsi, il faut savoir quelle fonctionnelle est minimisée lorsqu’on
emploie une telle expression, à moins de s’être au préalable assuré que les
procédés de minimisations étaient « cohérents » comme l’assure la proposition
précédente.
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II.5 Cas « q = 2∗ », résultat de G. Talenti
Dans le cas limite « q = 2∗ » (où N ⩾ 3), on considère l’inégalité

∥u∥L2∗ ⩽ C∥∇u∥L2 .

Ce cas a été traité par G. Talenti dans [38]. Citons son théorème principal.

Théorème II.35 (Talenti 1975). Soit N ⩾ 2. Pour tout p ∈ ]1,N[, il
existe Cp > 0 tel que

∥u∥Lp∗ ⩽ Cp∥∇u∥Lp

pour toute fonction u ∈W 1,p(RN) où

p∗ = Np

N − p.

Les fonctions qui réalisent l’égalité sont données par

u(x) = (a + b∣x − x0∣
p
p−1 )1−Np

où a, b > 0 et x0 ∈ RN .

Remarque II.36. L’exposant p∗ est l’exposant critique des plongements de
Sobolev pour l’espace W 1,p(RN) (voir le théorème A.41).

La preuve de Talenti utilise des techniques de réarrangement suivie d’une
analyse unidimensionnelle en la variable radiale. Elle utilise notamment un
résultat proche d’une inégalité unidimensionnelle due à Bliss (voir [38, 7,
Lemma 2]). Cette inégalité permet notamment de montrer que l’espaceH1

r (RN)
s’injecte dans L2∗(RN) alors que les inégalités menant à l’injection compacte
de H1

r (RN) dans Lq(RN) pour q ∈ ]2,2∗[ ne permettent pas « naïvement » de
prouver l’injection de H1

r (RN) dans L2∗(RN).
Grâce aux résultats du chapitre suivant concernant l’équation (EDPQ),

nous parviendrons à déterminer tous les cas d’égalité dans l’inégalité de
Gagliardo-Nirenberg. Nous obtiendrons ainsi un résultat semblable à celui
de Talenti lorsque q ∈ ]2,2∗[.
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Chapitre III

Propriétés qualitatives

Dans ce chapitre, nous poursuivrons l’étude en dimension N ⩾ 2 des
solutions H1(RN) de l’équation

−∆Q +Q = ∣Q∣q−2Q (EDPQ)

où 2 < q < 2∗. Nous nous intéresserons en particulier aux solutions H1(RN)
positives de (EDPQ). Il s’agit par définition des solutions non nulles de cette
équation qui sont positives sur RN .
Nous allons nous atteler successivement aux tâches qui suivent.

• Prouver que les solutions positives de l’équation (EDPQ) sont strictement
positives grâce au principe du maximum.

• Démontrer que les solutions positives de (EDPQ) sont de classe C∞ en
utilisant une technique de bootstrap Ck,θ.

• Prouver que toutes les solutions H1(RN) positives de (EDPQ) sont à
symétrie radiale. Nous utiliserons la méthode du « moving plane » dé-
veloppée par B. Gidas, W.-M. Ni et L. Nirenberg dans [19]. Nous nous
basons fortement sur la présentation de cet argument par T. Tao dans
[40, Appendix B].

• Montrer que les solutions H1(RN) à symétrie radiale de (EDPQ) et leurs
dérivées premières et secondes ont une décroissance exponentielle à l’in-
fini. La preuve présentée est issue d’une discussion avec C. De Coster et
C. Troestler à propos d’une démonstration de Strauss (voir [36, Theo-
rem 3]). Le résultat de décroissance des dérivées est basé sur un article
de H. Berestycki et P.L. Lions (voir [5, Lemma 2]).

• Montrer comment la preuve de l’unicité des solutions H1(RN) ∖ {0} po-
sitives de (EDPQ) se ramène à l’étude d’une équation différentielle.

75



76 Chapitre III — Propriétés qualitatives

• Utiliser les résultats qui précèdent afin de déterminer toutes les solutions
H1(RN) d’énergie minimale de (EDPQ) et en déduire tous les cas d’égalité
dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg.

III.1 Solutions positives

III.1.1 Stricte positivité

Théorème III.1. Si Q est une solution positive de (EDPQ) alors Q est
strictement positive sur RN .

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe x0 ∈ RN tel que Q(x0) =
0. Pour tout R > 0, considérons ΩR ∶= B(x0,R). Alors, Q ⩾ 0 sur ∂ΩR et
−∆Q +Q = Qq−1 ⩾ 0 sur ΩR. Dès lors, d’après le principe du maximum fort
pour l’opérateur u ↦ −∆u + u (voir le théorème B.1), Q s’annule sur ΩR.
Ceci étant vrai pour tout R > 0, on en déduit que Q s’annule sur RN . Nous
obtenons ainsi une contradiction car Q est non nulle par hypothèse.

III.1.2 Régularité C∞

Nous allons montrer que les solutions positives de l’équation (EDPQ) sont
de classe C∞(RN). Nous utiliserons une méthode de bootstrap comme pour
le théorème de régularité (II.24), mais cette fois nous travaillerons dans les
espaces de Hölder Ck,θ(RN) au lieu des espaces de Sobolev W k,p(RN). Nous
utiliserons le résultat suivant concernant l’équation −∆u + u = f dans les
espaces de Hölder (cas particulier de [20, Theorem 6.17]).

Théorème III.2 (Théorie Ck,θ(RN) pour l’équation −∆u+u = f). Soient
k ∈ N, θ ∈ ]0,1[ et f ∈ Ck,θ(RN). Si u ∈ C2(RN) est une solution de
l’équation −∆u + u = f alors u appartient à Ck+2,θ(RN).

Théorème III.3. Si Q est une solution positive de (EDPQ) alors Q est
de classe C∞(RN).

Démonstration. Soit Q une solution positive de (EDPQ). D’après le théorème
II.24, Q est de classe C2,θ(RN) pour tout θ ∈ ]0,1[. Montrons que Q appartient
à Ck,θ(RN) pour tout k ∈ N.
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C’est le cas pour k ⩽ 2. De plus, si Q appartient à Ck,θ(RN), Q est en
particulier de classe Ck(RN). Donc Qq−1 est de classe Ck(RN) car Q est stric-
tement positive sur RN . En particulier, Q est de classe Ck−1,θ(RN). D’après
le théorème III.2, on en déduit que Q appartient à Ck+1,θ(RN).

En itérant ce raisonnement, on en déduit que Q appartient à Ck,θ(RN)
pour tout k ∈ N et tout θ ∈ ]0,1[. En particulier, Q est de classe C∞(RN).

Remarque III.4. Dans la preuve, nous pouvons nous permettre d’affaiblir un
peu la régularité afin de ne pas utiliser de compositions dans les espaces de
Hölder. Il s’agit uniquement d’une astuce pratique, qui suffit dans notre cas,
puisqu’on gagne suffisamment de régularité à chaque étape.

Notons que nous n’avons pas employé les espaces Ck,θunif(RN) mais unique-
ment les espaces Ck,θ(RN). En effet, la non-linéarité fait intervenir la fonction
t↦ tq−1. Les dérivées d’ordre élevé de cette fonction font intervenir des expo-
sants négatifs. Puisque la fonction Q converge vers 0 à l’infini, on ne s’attend
pas à obtenir un contrôle uniforme de ces dérivées sur RN .

Une alternative à l’utilisation des espaces de Hölder consiste à faire un
bootstrap W k,p

loc (RN) pour des k ∈ N de plus en plus grands en utilisant la
théorie W k,p

loc (RN) pour l’équation −∆u + u = f . Comme pour les espaces de
Hölder, on ne s’attend pas à obtenir des estimées globales sur RN à cause de
puissances d’exposant négatif de Q.

III.1.3 Symétrie radiale, méthode du moving plane
L’opérateur laplacien ∆ = ∑1⩽i⩽N ∂ii commute avec les translations. Il

commute également avec les transformations orthogonales.

Proposition III.5. Si u ∈ C2(RN) et g ∈ O(N), alors le laplacien de la
fonction v(x) ∶= u(g ⋅ x) au point x ∈ RN est égal à (∆u)(g ⋅ x).

Démonstration. Le laplacien de v au point x est donné par la trace de la
matrice hessienne (∂ijv(x))1⩽i,j⩽N . Par dérivation en chaîne, cette matrice
est égale au produit

gT (∂iju(g ⋅ x))1⩽i,j⩽N g

où T désigne la transposition. On conclut puisque la matrice gTg est égale à
la matrice identité (car g est une matrice orthogonale) et car

trace(gh) = trace(hg)

pour tout couple de matrices g, h de taille N ×N .



78 Chapitre III — Propriétés qualitatives

Proposition III.6. Soient Q ∈ H1(RN) une solution positive non-nulle
de (EDPQ) et ξ ∈ S(0,1). Alors il existe t ∈ R tel que Q est symétrique
par rapport à l’hyperplan {x ∈ RN ∣ x ⋅ ξ = t}.

Démonstration. ▷ Étape 1 Introduction d’un paramètre « temporel »

Étant donné t ∈ R, considérons le demi-espace fermé Ht défini par

Ht ∶= {x ∈ RN ∣ x ⋅ ξ ⩾ t}.

La réflexion orthogonale σ∂Ht par rapport à ∂Ht est donnée par

σ∂Ht(x) = x − 2(x ⋅ ξ − t)ξ

d’après la proposition I.43.
Pour la suite de l’argument, il est utile de paramétriser tous les espaces

Ht par un même demi-espace. On pose H ∶= H0 (pour alléger les notations),
autrement dit, H = {x ∈ RN ∣ x ⋅ ξ ⩾ 0}. Pour tout x ∈ RN , on a σ∂H(x) =
x − 2(x ⋅ ξ)ξ. Remarquons que si x ∈ RN et t ∈ R, on a les liens suivants entre
Ht et H et entre leurs symétries associées :

Ht = {tξ + x ∣ x ∈H},
σ∂Ht(tξ + x) = (tξ + x) − 2((tξ + x) ⋅ ξ − t)ξ = tξ + σ∂H(x).

On définit pour tout t ∈ R une fonction ut ∶ RN → R par

ut(x) ∶= Q(tξ + σ∂H(x)) −Q(tξ + x). (III.1)

D’après les calculs qui précèdent, la fonction ut s’annule sur H si et seulement
si Q est symétrique par rapport à ∂Ht. Puisque Q est de classe C∞(RN) et
converge vers 0 à l’infini ainsi que ses dérivées premières (d’après les théo-
rèmes II.24 et III.3), ut possède ces mêmes propriétés. De plus, ut s’annule
sur ∂H.

Remarquons finalement que us converge uniformément en x vers ut lorsque
s → t. En effet, Q est uniformément continue sur RN car Q est continue et
converge vers 0 à l’infini. De même, ∇us converge uniformément en x vers
∇ut lorsque s → t puisque les dérivées premières de Q sont des fonctions
continues convergeant vers 0 à l’infini.

▷ Étape 2 EDP satisfaite par ut
Le laplacien de la fonction x ↦ Q(tξ + σ∂H(x)) au point x ∈ RN est égal
à (∆Q)(tξ + σ∂H(x)) car le laplacien commute avec les translations et les
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transformations orthogonales (voir la proposition III.5). D’après l’équation
(EDPQ), on en déduit que

−∆ut(x) = [(Q(tξ + σ∂H(x)))q−1 − (Q(tξ + x))q−1]
− [Q(tξ + σ∂H(x)) −Q(tξ + x)]

= [(Q(tξ + σ∂H(x)))q−1 − (Q(tξ + x))q−1] − ut(x). (III.2)

D’après le théorème des accroissements finis appliqué à la fonction t↦ tp,
il existe une fonction θ(a, b) telle que l’égalité

(b − a)θ(a, b) = bp − ap

est vérifiée pour tout a, b > 0 et telle que

∣θ(a, b)∣ ⩽ pmax(a, b)p−1. (III.3)

En prenant a = Q(tξ + σ∂H(x)), b = Q(tξ + x) et p = q − 1, l’égalité (III.2)
se réécrit comme

−∆ut(x) = ut(x)[θ(Q(tξ + σ∂H(x)),Q(tξ + x)) − 1]. (III.4)

▷ Étape 3 Conséquence de la non-positivité de ut sur H
Supposons qu’il existe t ∈ R tel que ut est strictement négative en un point
de H. Puisque ut s’annule sur ∂H, est continue et converge vers 0 à l’infini,
il existe un point xt à l’intérieur de H tel que u(xt) = minx∈H u(x). En ce
point, on a ut(xt) < 0 et −∆ut(xt) ⩽ 0. D’après l’égalité (III.4), on en déduit
que

θ(Q(tξ + σ∂H(xt)),Q(tξ + xt)) ⩾ 1.
La majoration (III.3) implique que

(q − 1)max(Q(tξ + σ∂H(xt)),Q(tξ + xt))
q−2 ⩾ 1.

Puisque ut(xt) < 0 et vu la définition de ut, on a

Q(tξ + σ∂H(xt)) < Q(tξ + xt).

On obtient donc
Q(tξ + xt) ⩾ (q − 1)

−1
q−2 ,

ce qui implique que
∣tξ + xt∣ ⩽ R(p,Q) (III.5)

pour une certaine constante R(p,Q) > 0 puisque Q converge vers 0 à l’infini
(voir le théorème II.24). Notons que la constante R(p,Q) est indépendante
de t, ce qui sera important dans la suite de la preuve.
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▷ Étape 4 « Induction continue » sur le paramètre t
Considérons l’ensemble

T ∶= {t0 ∈ R ∣ ∀t ⩾ t0, ut ⩾ 0 sur H}.

Remarquons que :
• si t0 ∈ T , alors pour tout s0 ⩾ t0, on a s0 ∈ T ;
• l’ensemble T est fermé, par continuité en t de ut ;
• l’ensemble T est non vide. Montrons que l’intervalle ]R(p,Q),+∞[ est

inclus dans T . En effet, sinon il existe t > R(p,Q) et xt ∈H atteignant le
minimum global de ut sur H et tel que u(xt) < 0. De plus, on a

(tξ + xt) ⋅ ξ = t + xt ⋅ ξ ⩾ t

car xt appartient à H et ξ est de norme 1. Donc ∣tξ + xt∣ ⩾ t > R(p,Q), ce
qui contredit l’inégalité (III.5) ;

• l’ensemble T n’est pas égal à R. En effet, sinon ut est positive sur H pour
tout t ∈ R, c’est-à-dire qu’on a

Q(tξ + σ∂H(x)) ⩾ Q(tξ + x) (III.6)

pour tout t ∈ R et x ∈ RN . Montrons que (III.6) implique que Q est
nulle. Soit x0 ∈ RN . Si s est suffisamment grand, x0 + sξ appartient à
H. Dans ce cas, on prend x = x0 + sξ et t = −s dans (III.6). Puisque
σ∂H(x) = σ∂H(x0) − sξ, on obtient

Q(σ∂H(x0) − 2sξ) ⩾ Q(x0).

Or, Q(σ∂H(x0)−2sξ) converge vers 0 lorsque s→ +∞ puisque Q converge
vers 0 à l’infini. Donc Q(x0) = 0.

D’après les points précédents, il existe t ∈ R tel que T = [t,+∞[.
▷ Étape 5 Symétrie de Q par rapport à ∂Ht

Considérons la suite (tn)n⩾1 ∶= (t − 1
n
)
n⩾1. Vu que tn n’appartient pas à T et

d’après les résultats de l’étape 3, utn admet un minimum global xtn ∈ H tel
que utn(xtn) < 0 et ∣tnξ + xtn ∣ ⩽ R(p,Q).

La suite (tn)n⩾1 est bornée car elle converge vers t. La suite (xtn)n⩾1 est
aussi bornée (car (tnξ + xtn)n⩾1 l’est). Quitte à passer à une sous-suite, on
peut supposer que xtn converge vers un certain x∗ ∈ RN . L’ensemble H étant
fermé, x∗ appartient àH. Étant donné que utn(xtn) < 0, que utn(xtn) converge
vers ut(x∗) et que ut ⩾ 0 sur H car t ∈ T , on en déduit que ut(x∗) = 0. Par
conséquent, x∗ est un minimum global de ut sur H.
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D’après l’égalité (III.4), la majoration (III.3) et vu que Q est bornée sur
RN , il existe k ∈ R tel que

−∆ut(x) + kut(x) ⩾ 0 (III.7)

pour tout x ∈H. On distingue deux cas.
• Si x∗ appartient à l’intérieur de H, le principe du maximum fort pour les

fonctions positives appliqué à (III.7) (voir le théorème B.2) implique que
ut s’annule sur H.

• Si x∗ appartient au bord de H alors, d’après le lemme de Hopf pour
les fonctions positives (voir le théorème B.4) appliqué à (III.7), on a
ξ ⋅ ∇ut(x∗) > 0. On pose a ∶= ξ ⋅ ∇ut(x∗).
Par convergence uniforme de ∇us vers ∇ut lorsque s → t (voir la fin de
l’étape 1), il existe δ > 0 tel que ξ ⋅ ∇us(x) ⩾ a

2 pour tout s ∈ [t − δ, t + δ]
et tout x ∈H ∩B(x∗, δ).
Soit s ∈ [t − δ, t + δ]. Étant donné que us s’annule sur le bord de H (qui
est orthogonal à ξ) et que ξ ⋅ ∇us(x) > 0 sur H ∩B(x∗, δ), on en déduit
que us est strictement positive sur B(x∗, δ) ∩ intH.
Vu que tn converge vers t, il existe n0 ⩾ 1 tel que tn appartient à [t−δ, t+δ]
et xtn appartient à B(x∗, δ) ∩ intH pour tout n ⩾ n0. Si n ⩾ n0, on a
utn(xtn) > 0, ce qui contredit la stricte négativité de utn(xtn).

Ainsi, on se trouve nécessairement dans le premier cas, la fonction ut s’annule
surH et la fonction Q est symétrique par rapport à l’hyperplan affin ∂Ht.

Corollaire III.7 (Symétrie radiale des solutions de (EDPQ), à transla-
tion près [40, Corollary B.9]). Soit Q une solution positive de (EDPQ),
alors Q est la translatée d’une fonction à symétrie radiale.

Démonstration. Nous allons utiliser plusieurs fois la proposition III.6.
▷ Étape 1 Translation de Q

Appliquons la proposition III.6 avec ξ égal à chacun des vecteurs e1, . . . , eN
de la base canonique de RN . En translatant Q, on peut supposer que Q est
symétrique par rapport à tous les hyperplans {x ∈ RN ∣ xj = 0} où 1 ⩽ j ⩽ N .
En particulier, Q(x) = Q(−x) pour tout x ∈ RN .

▷ Étape 2 Symétrie de Q par rapport à tous les hyperplans passant
par l’origine

Soit ξ ∈ S(0,1). D’après la proposition III.6, il existe t ∈ R tel que Q est
symétrique par rapport à l’hyperplan Πt ∶= {x ∈ RN ∣ x ⋅ ξ = t}. Montrons que
t = 0, c’est-à-dire que l’hyperplan Πt passe par l’origine.
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Supposons par l’absurde que t ≠ 0. En utilisant alternativement la symé-
trie de Q par rapport à Πt et l’égalité Q(x) = Q(−x), on obtient

Q(0) = Q(2tξ) = Q(−2tξ) = Q(4tξ) = Q(−4tξ) = Q(6tξ) = Q(−6tξ) = ⋯

En itérant, on montre que pour tout k ∈ N, Q(2ktξ) = Q(−2ktξ) = Q(0).
Comme Q(0) > 0 (car Q est strictement positive sur RN d’après le théorème
III.1), ceci contredit la convergence de Q vers 0 à l’infini.

▷ Étape 3 Conclusion
Soient x, y ∈ RN tels que x ≠ y et ∣x∣ = ∣y∣. Puisque ∣x∣ = ∣y∣, l’hyperplan mé-

diateur du segment [x, y] passe par 0 (voir la définition I.64 et le lemme I.66).
Dès lors, u(x) = u(y) puisque u est symétrique par rapport à cet hyperplan.
Donc u est radiale.

III.2 Solutions radiales
Soit Q ∈ H1(RN) une solution radiale de (EDPQ), par exemple une solu-

tion positive de (EDPQ) d’après les résultats de la section précédente (mais
pas nécessairement).

D’après le résultat de régularité prouvé dans le chapitre précédent (théo-
rème II.24), Q est de classe C2(RN) et converge vers 0 à l’infini ainsi que ses
dérivées premières et secondes.

L’hypothèse de radialité permet d’écrire Q(x) = u(∣x∣) pour une certaine
fonction u. On notera la variable de u par t, ce qui sera utile pour avoir une
interprétation « dynamique » des raisonnements. La fonction t↦ u(t) est de
classe C2([0,+∞[) et est telle que

∂tu(0) = 0, lim
t→+∞

u(t) = 0, lim
t→+∞

∂tu(t) = 0, lim
t→+∞

∂ttu(t) = 0.
(III.8)

Si 1 ⩽ i, j ⩽ N et x ∈ RN , alors on a

∂iQ(x) = ∂tu(∣x∣)xi∣x∣ , ∂ijQ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ttu(∣x∣)
x2
i

∣x∣2 + ∂tu(∣x∣)
∣x∣2 − x2

i

∣x∣3 si i = j,

∂ttu(∣x∣)
xixj
∣x∣2 − ∂tu(∣x∣)

xixj
∣x∣3 si i ≠ j.

(III.9)
En particulier, le laplacien de Q est donné par

∆Q(x) = ∂ttu(∣x∣) +
N − 1
∣x∣ ∂tu(∣x∣).
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D’après ce qui précède et puisque Q est solution de (EDPQ), u est solution
de l’EDO

∂ttu(t) + N−1
t ∂tu(t) + ∣u(t)∣q−2u(t) − u(t) = 0, (EDOu)

pour tout t ∈ ]0,+∞[, avec les conditions initiales
u(0) = Q(0), ∂tu(0) = 0.

III.2.1 Interprétation physique du problème, énergie
Considérons le problème de Cauchy

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂ttu(t) + N−1
t ∂tu(t) + ∣u(t)∣q−2u(t) − u(t) = 0, t > 0,

u(0) = y, ∂tu(0) = 0.
(EDOu,y)

Remarque III.8. Malgré la singularité en t = 0, on peut montrer de façon
semblable à la preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz usuel que ce problème
de Cauchy admet une unique solution u ∈ C2([0,+∞[) pour toute condition
initiale y ∈ R (voir par exemple [24, Chapter 4, Section 19]).

L’équation (EDOu) se réécrit comme

∂ttu(t) = −
N − 1
t

∂tu(t) − V ′(u(t))

où
V (u) ∶= 1

q
∣u∣q − 1

2u
2.

Dès lors, on peut interpréter u(t) comme la position au temps t d’une parti-
cule de masse 1 dans le puits de potentiel V soumise à une force de friction
(dépendant de la vitesse et du temps) −N−1

t ∂tu et initialement au repos à la
position y au temps t = 0. En effet, la dérivée de V en u ∈ R est donnée par
V ′(u) = ∣u∣q−2u − u donc la « force » ∣u∣q−2u − u dérive du potentiel V .

Un graphe du potentiel est présenté dans la figure III.1. Les deux racines
non nulles (d’abscisses −r et r où r = r ∶= (q/2)1/(q−2)) et les deux minima
locaux (d’abscisses −1 et 1) du potentiel sont également indiqués.

u

V (u)

−1 1
−r r

Figure III.1 – Graphe de V (u).
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Remarquons que le potentiel V converge vers +∞ lorsque u → −∞ ou
u→ +∞. En particulier, V est borné inférieurement sur R.

On définit l’énergie totale de la particule au temps t comme la somme de
son énergie cinétique et de son énergie potentielle. Comme l’indique le lemme
suivant, la particule perd de l’énergie sous l’effet de la force de friction.

Lemme III.9 (Décroissance de l’énergie). Soient 0 ⩽ T0 ⩽ T1 ⩽ +∞. Si
u ∈ C1([T0, T1[) est une solution de l’équation (EDOu), alors la fonction

[T0, T1[→ R ∶ t↦ 1
2(∂tu(t))

2 + V (u(t))

est décroissante.

Démonstration. Soit t ∈ ]T0, T1[. D’après l’équation (EDOu), on a

∂t(1
2(∂tu(t))

2 + V (u(t))) = ∂tu(t)∂ttu(t) + V ′(u(t))∂tu(t)

= ∂tu(t)(−N−1
t ∂tu(t))

= −N−1
t (∂tu(t))2

⩽ 0.

Corollaire III.10. Soient T > 0, y ∈ R et u ∈ C1([0, T ]) une solution du
problème de Cauchy (EDOu,y). Alors il existe une constante C(y) > 0
indépendante de T telle que pour tout t ∈ [0, T ], on a

∣u(t)∣ ⩽ C(y), ∣∂tu(t)∣ ⩽ C(y).

Démonstration. D’après le lemme de décroissance de l’énergie, on a

1
2(∂tu(t))

2 + V (u(t)) ⩽ V (y)

pour tout t ∈ [0, T ]. Dès lors, la fonction t ↦ u(t) est majorée sur [0, T ] par
une constante ne dépendant que de y car V (u(t)) ⩽ V (y) et car V converge
vers +∞ lorsque u→ −∞ ou u→ +∞. De plus, pour tout t ∈ [0, T ], on a

∣∂tu(t)∣ ⩽
√

2(V (y) − inf
z∈R

V (z)).
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III.2.2 Décroissance exponentielle

Théorème III.11. Soit T0 ⩾ 0. Si u ∈ C2([T0,+∞[) est une solution non
nulle de l’équation (EDOu) telle que

lim
t→+∞

u(t) = 0, lim
t→+∞

∂tu(t) = 0,

alors pour tout δ ∈ ]0,1[, il existe T ⩾ T0 tel que la fonction t↦ ∣u(t)∣ est
strictement positive et strictement décroissante sur [T,+∞[ et pour tout
t ⩾ T , on a

0 < ∣u(t)∣ ⩽ ∣u(T )∣e−δ(t−T ).

Démonstration. Pour tout t ∈ [T0,+∞[, on pose E(t) ∶= 1
2(∂tu(t))

2+V (u(t)).
La fonction t↦ E(t) est décroissante (voir le lemme III.9).

Puisque u et ∂tu convergent vers 0 lorsque t → +∞, la fonction E(t)
converge vers 0 lorsque t→ +∞. Dès lors, on en déduit que pour tout t ⩾ T0,
on a E(t) ⩾ 0, c’est-à-dire

(∂tu(t))
2 ⩾ u(t)2 − 2

q ∣u(t)∣q.

Soit δ ∈ ]0,1[. Il existe T ⩾ T0 tel que pour tout t ⩾ T , on a

2
q ∣u(t)∣q−2 ⩽ 1 − δ2.

Dès lors, pour tout t ⩾ T , on obtient

(∂tu(t))
2 ⩾ δ2(u(t))2

. (III.10)

Ceci implique que ∂tu(t) ≠ 0 pour tout t ⩾ T . En effet sinon l’inégalité
précédente impliquerait que u(t) = ∂tu(t) = 0. Par unicité de la solution du
problème de Cauchy pour l’équation (EDOu), u serait identiquement nulle,
ce qui est exclu par hypothèse. La fonction ∂tu ne change donc pas de signe
et, par conséquent, u(t) converge de manière strictement monotone vers 0.
Dès lors, on en déduit que :
• soit pour tout t ⩾ T , on a ∂tu(t) < 0 et u(t) > 0 ;
• soit pour tout t ⩾ T , on a ∂tu(t) > 0 et u(t) < 0.

Considérons le premier cas, le deuxième est similaire. Pour tout t ⩾ T ,
l’inégalité (III.10) implique que

−∂tu(t) ⩾ δu(t)
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d’où
∂tu(t)
u(t) ⩽ −δ.

En intégrant les deux membres de cette dernière inégalité de T à t, on en
déduit que pour tout t ⩾ T , on a

lnu(t) − lnu(T ) ⩽ −δ(t − T )

d’où
u(t) ⩽ u(T )e−δ(t−T ).

Remarque III.12. Le terme en u dans l’équation (EDOu) est important afin
d’obtenir des majorations exponentielles. En effet, l’EDO

∂ttu(t) + N−1
t ∂tu(t) = 0

admet la solution

u(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ln(t) si N = 2,
t2−N si N ⩾ 3.

Alors u est de classe C∞([1,+∞[), de plus u et toutes ses dérivées convergent
vers 0 lorsque t → +∞ mais u ne converge pas exponentiellement vers 0 à
l’infini.

Théorème III.13. Si Q ∈H1(RN) est une solution radiale de l’équation
(EDPQ), alors, pour tout δ ∈ ]0,1[, il existe k > 0 tel que pour tout α ∈ NN

tel que ∣α∣ ⩽ 2 et pour tout x ∈ RN , on a

∣∂αQ(x)∣ ⩽ ke−δ∣x∣.

Démonstration. On écrit Q(x) = u(∣x∣). Alors u est solution de (EDOu).
En exprimant les dérivées de Q en fonction de celles de u (voir les égalités
(III.9)), on doit montrer que u, ∂tu et ∂ttu décroissent exponentiellement. On
sait déjà que u, ∂tu et ∂ttu convergent vers 0 lorsque t→ +∞ (voir les égalités
(III.8)).

Soit δ ∈ ]0,1[. Remarquons qu’il suffit de prouver des majorations asymp-
totiques : en effet, si une fonction continue v ∈ C([0,+∞[) est telle que
∣v(t)∣ ⩽ ke−δt pour tout t ⩾ T où T > 0, alors en prenant

k̃ ∶= max(k, sup
t∈[0,T ]

∣v(t)∣eδt),
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on a ∣v(t)∣ ⩽ k̃e−δt pour tout t ⩾ 0.
D’après le théorème III.11, il existe T > 0 tel que pour tout t ⩾ T , on a

∣u(t)∣ ⩽ ∣u(T )∣e−δ(t−T ). (III.11)

Pour la majoration exponentielle de ∂tu, il est utile de réécrire l’équation
(EDOu) comme

∂t(tN−1∂tu)(t) = tN−1u(t)(1 − ∣u(t)∣q−2).
En intégrant les deux membres de l’égalité entre t1 et t2 (T ⩽ t1 < t2 < +∞),
on obtient

tN−1
2 ∂tu(t2) − tN−1

1 ∂tu(t1) = ∫
t2

t1
sN−1u(s)(1 − ∣u(s)∣q−2)ds. (III.12)

En faisant tendre t2 vers +∞ et puisque u converge exponentiellement vers 0
lorsque t→ +∞, on en déduit que la fonction t↦ tN−1∂tu(t) admet une limite
c ∈ R lorsque t→ +∞.

Montrons que c = 0. Supposons par l’absurde que c > 0 (le cas c < 0 est
similaire). Il existe T̃ > 0 tel que tN−1∂tu(t) ⩾ c

2 pour tout t ⩾ T̃ . La fonction
croît donc vers 0 sur [T̃ ,+∞[, d’où u(t) < 0 pour tout t ⩾ T̃ . Dès lors, on a

∣u(t)∣ = −u(t) = ∫
+∞

t
∂tu(s)ds ⩾ c2 ∫

+∞

t
s1−N ds,

ce qui contredit la décroissance exponentielle de u.
D’après ce qui précède, on a

tN−1∂tu(t)ÐÐÐ→
t→+∞

0.

En prenant t1 = t et en faisant tendre t2 vers +∞ dans l’égalité (III.12), on
obtient

− tN−1∂tu(t) = ∫
+∞

t
sN−1u(s)(1 − ∣u(s)∣q−2)ds (III.13)

pour tout t ⩾ T .
Soit δ′ > 0 suffisamment petit pour que δ + δ′ < 1. Quitte à prendre T

plus grand, on peut supposer que ∣u(T )∣ ⩽ 1, que la majoration (III.11) soit
valable pour δ + δ′, c’est-à-dire que ∣u(t)∣ ⩽ e−(δ+δ′)(t−T ) ⩽ 1 pour t ⩾ T , et que
tN−1e−δ′t ⩽ 1 pour t ⩾ T . Avec ces informations, (III.13) implique

∀t ⩾ T, ∣∂tu(t)∣ ⩽ t1−Ne(δ+δ′)T ∫
+∞

t
sN−1e−δ′se−δs ds

⩽ T 1−Ne(δ+δ′)T ∫
+∞

t
e−δs ds,

d’où la majoration exponentielle de ∂tu.
Finalement, la majoration exponentielle de ∂ttu se déduit de celles de u

et de ∂tu d’après l’équation (EDOu).
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Remarque III.14. Il est possible d’utiliser des hypothèses d’intégrabilité de Q
pour prouver des résultats de décroissance exponentielle sur Q si on ne sait
pas a priori que Q et ses dérivées premières convergent vers 0 à l’infini (voir
[5, 36, Lemma 2]).

En fait, on peut se passer de l’hypothèse de radialité. Ainsi, on peut
montrer que si Q ∈ H1(RN) est une solution de l’équation (EDPQ) alors il
existe k > 0 et δ > 0 tels que

∣Q(x)∣ ⩽ ke−δ∣x∣, ∣∂iQ(x)∣ ⩽ ke−δ∣x∣

pour tout x ∈ RN (voir [13, Theorem 8.1.1 (ii)]).

III.2.3 Unicité des solutions positives
Jusqu’à présent nous avons montré que, si Q ∈ H1(RN) est une solution

positive de (EDPQ), alors Q est strictement positive, de classe C∞(RN) et
converge exponentiellement vers 0 à l’infini ainsi que ses dérivées premières
et secondes.

Dans cette section, nous verrons que l’unicité des solutions positives de
(EDPQ) se ramène à l’étude des solutions du problème de Cauchy (EDOu,y).

À partir de maintenant, on ne s’intéressera plus qu’aux positions initiales
y strictement positives et on notera uy l’unique solution C2([0,+∞[) du pro-
blème de Cauchy (EDOu,y) (une telle solution existe et est unique, voir la
remarque III.8).

La définition suivante permet de distinguer les comportements possibles
des solutions et intervient dans plusieurs études d’équations différentielles
liées aux solutions radiales d’EDP (voir [40, 29, 6, Appendix B]).

Définition III.15 (Positions sous-critiques, critiques et super-critiques).
On dit qu’une position y > 0 est :
• sous-critique si inft>0 uy(t) > 0 ;
• critique si inft>0 uy(t) = 0 ;
• super-critique si inft>0 uy(t) < 0.

Pour prouver l’unicité des solutions positives, il suffit de montrer qu’au plus
une position y est critique.

L’interprétation physique du problème est utile pour l’intuition. On étudie
la trajectoire d’une particule lâchée au repos dans le puits de potentiel à
partir de la position y et se déplaçant sous l’effet du potentiel. La particule
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est ralentie sous l’effet de la force de friction −N−1
t ∂tu, dont l’effet est de plus

en plus faible avec le temps.
La situation est la suivante (se référer à la figure III.1).

• Si y est à gauche de la racine positive r du potentiel, alors la particule
possède initialement une énergie négative. Elle va redescendre dans le
puits de potentiel et se rapprocher de la position d’abscisse 1. Une telle
position y est donc sous-critique. Le même comportement a lieu pour les
positions y à droite de r mais suffisamment proches de r.

• Pour une position yc particulière à droite de r, la particule va se déplacer
vers la gauche, dépasser r et atteindre asymptotiquement la position 0
avec une vitesse de plus en plus faible. Ce cas correspond à l’unique
position critique yc.

• Si y est à droite de cette position yc, alors la particule a suffisamment
d’énergie pour dépasser la position u = 0 par la droite en un temps fini.
Ce cas correspond aux positions sur-critiques.
Les figures III.2 et III.3 illustrent le comportement des solutions.
D’une part, des portraits de phase (d’axes u et ∂tu) représentent l’évolu-

tion des positions et des vitesses de particules partant au repos d’une position
initiale y. Sur ces portraits de phase :
• les courbes d’énergie constante sont indiquées en grisé. Elles sont symé-

triques par rapport aux deux axes des graphiques car l’énergie

(∂tu(t))
2 + V (u(t))

est inchangée si on change le signe de u (car le potentiel V est une fonction
paire) ou de ∂u ;

• les courbes t ↦ (uy(t), ∂tuy(t)) pour différentes positions initiales y > 0
sont représentées en couleur.
La figure III.2 concerne les solutions sous-critiques et critique. On constate

que lorsque la position initiale y est suffisamment petite, la solution uy corres-
pondante converge vers 1. Pour la position y critique, la solution uy (tracée en
noir) converge vers 0 lorsque t→ +∞. Ces propriétés sont également visibles
sur le graphique des solutions en fonction de t.

La figure III.3 concerne les solutions sur-critiques. On constate qu’il existe
des solutions uy admettant plusieurs racines et convergeant vers −1 ou 1
lorsque t → +∞. On peut montrer qu’il existe des solutions uy admettant
un nombre arbitrairement grand de racines et convergeant vers 0 lorsque
t → +∞ (ces solutions correspondent à des solutions H1(RN) non positives
de l’équation (EDPQ), nous en reparlerons dans la conclusion du chapitre).

Le théorème suivant reprend une partie des résultats affirmés dans la
discussion précédente.
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u

∂tu

−1 1

t

1

Figure III.2 – Solutions sous-critiques et critique.

u

∂tu

−1 1

t−1
1

Figure III.3 – Solutions sur-critiques.

Théorème III.16. Il existe exactement une position yc > 0 critique.
Toutes les positions y telles que 0 < y < yc sont sous-critiques. Toutes les
positions y telles que yc < y sont super-critiques.

Il n’est pas aisé de prouver les propriétés énoncées précédemment. Le théo-
rème III.16 a été démontré pour la première fois en toute dimension et pour
tout q ∈ ]2,2∗[ par Kwong en 1988 (voir [25]). Une preuve plus courte et plus
générale a été proposée par McLeod en 1993 (voir [29]) et est présentée dans
le cas de (EDOu,y) dans [40, Appendix B].
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Théorème III.17. La solution H1(RN) positive de l’équation (EDPQ)
est unique à translation près.

Remarque III.18. Signalons qu’on peut prouver des résultats d’existence de
solutions radiales à des équations aux dérivées partielles à partir d’études
d’équations différentielles. Ces techniques permettent de remplacer l’approche
variationnelle présentée dans le chapitre précédent. Cette démarche est pré-
sentée dans l’article [6] de Berestycki, Lions et Peletier. Notons que des pro-
priétés d’intégrabilité des solutions (par exemple l’appartenance à H1(RN))
peuvent s’obtenir à partir de résultats de décroissance exponentielle de la
solution de l’EDO tels que ceux présentés dans le théorème III.13.

III.3 Conclusion
III.3.1 Cas d’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Théorème III.19 (Ground states de l’équation (EDPQ)). Les ground
states de l’équation (EDPQ), c’est-à-dire les solutions H1(RN) non nulles
de l’équation (EDPQ) qui atteignent le minimum global de la fonction-
nelle

J (u) ∶=
∥u∥q(1−s)

L2 ∥∇u∥qs
L2

∥u∥qLq

,

sont les fonctions de la forme x↦ µQ(x−x0) où Q est l’unique solution
H1(RN) radiale positive de l’équation (EDPQ), µ ∈ {−1,1} et x0 ∈ RN .

Démonstration. Soit u ∈H1(RN)∖{0} une solution de (EDPQ) atteignant le
minimum global de J . Par définition de J et puisque le passage à la valeur
absolue préserve la norme L2 du gradient (voir la proposition A.31), ∣u∣ est
également un minimum global de J . La proposition II.15 implique que ∣u∣
est une solution de l’équation

−∆∣u∣ +
(1 − s)∥∇u∥2

L2

s∥u∥2
L2

∣u∣ =
∥∇u∥2

L2

s∥u∥qLq

∣u∣q−1.

Puisque u est une solution de l’équation (EDPQ), la proposition II.32 im-
plique que

(1 − s)∥∇u∥2
L2

s∥u∥2
L2

=
∥∇u∥2

L2

s∥u∥qLq

= 1.

Donc ∣u∣ est une solution H1(RN) positive de l’équation (EDPQ). D’après le
théorème III.17, on en déduit qu’il existe x0 ∈ RN tel que ∣u(x)∣ = Q(x − x0)
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pour tout x ∈ RN . Puisque u est continue et que Q ne s’annule pas, on en
déduit que u(x) = Q(x−x0) pour tout x ∈ RN ou que u(x) = −Q(x−x0) pour
tout x ∈ RN .

Théorème III.20 (Cas d’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-Niren-
berg). Les minima globaux sur H1(RN) ∖ {0} de la fonctionnelle J sont
les fonctions de la forme

u(x) = µQ(λ(x − x0))

où µ ∈ R∖{0}, λ > 0 et x0 ∈ RN . Il s’agit exactement des fonctions H1(RN)
non nulles qui réalisent le cas d’égalité dans l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg.

Démonstration. Soit u ∈ H1(RN) ∖ {0} une fonction atteignant le minimum
global de J . La proposition II.15 implique que u est solution de l’équation

−∆u +
(1 − s)∥∇u∥2

L2

s∥u∥2
L2

u =
∥∇u∥2

L2

s∥u∥qLq

∣u∣q−2u.

Il existe λ,µ > 0 tels que la fonction x ↦ µ∣u(λx)∣ est solution de l’équation
(EDPQ) et est un minimum global de J (car J est invariante par dilatations
et homothéties). La conclusion s’ensuit d’après le théorème III.19.

III.3.2 Autres solutions de l’équation
Signalons que l’équation (EDPQ) possède également des solutionsH1(RN)

qui changent de signe. Ainsi,
• pour tout m ∈ N∖{0}, il existe des solutions H1

r (RN) données par Q(x) =
u(∣x∣) où u possède exactement m racines (voir [45, théorème 4.6 et co-
rollaire 4.8, 4, théorème 2.1]) ;

• si N = 4 ou N ⩾ 6, il existe une infinité de solutions H1(RN) de (EDPQ)
qui ne sont pas radiales à symétrie près et dont aucune n’est une translatée
d’une autre (voir [45, théorème 1.31 et théorème 3.13, 3, théorème 2.1]).

D’après les résultats de ce chapitre, aucune de ces solutions n’est positive.
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Annexe A

Fonctions C∞ à support compact,
convolution, espaces de Sobolev
et espaces de Hölder

Cette annexe est basée principalement sur les livres d’analyse fonction-
nelle de M. Willem et de H. Brézis [44, 9]. Nous ne définissons que des espaces
de fonctions à valeurs réelles. On définit de façon analogue des espaces de
fonctions à valeurs complexes.

Dans les sections qui suivent, le naturel non nul N désigne la dimension
de l’espace RN et Ω désigne un ouvert non-vide de RN .

A.1 Fonctions C∞ à support compact

Définition A.1 (Support d’une fonction, espaces Ckc (Ω)). Le support
d’une fonction u ∶ Ω→ R est défini par

suppu ∶= {x ∈ Ω ∣ u(x) ≠ 0},

où l’adhérence est prise relativement à Ω. Pour tout k ∈ N∪{∞}, on pose

Ckc (Ω) ∶= {u ∈ Ck(Ω) ∣ suppu est compact dans Ω}.

On notera simplement Cc(Ω) ∶= C0
c (Ω).

Le lemme suivant permet de construire des fonctions C∞c .
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Lemme A.2. La fonction

f(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

e1/x si x > 0,
0 si x ⩽ 0

est infiniment dérivable sur R, strictement croissante sur [0,+∞[ et son
support est égal à [0,+∞[.

Démonstration. Prouvons par récurrence sur n ∈ N que f est de classe Cn(R)
de dérivée ne donnée par

f (n)(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Pn(1/x)e1/x si x > 0,
0 si x ⩽ 0

où les Pn sont des applications polynomiales. Pour n = 0, prenons P0(x) ∶= 1.
Si l’affirmation est vraie pour n ∈ N, alors la fonction f (n) est nulle sur
]−∞,0[. Sur ]0,+∞[, f (n) est dérivable et sa dérivée vaut

f (n+1)(x) = (−1/x2)(Pn(1/x) + (∂xPn)(1/x))e1/x

d’où la conclusion en posant Pn+1(x) ∶= −x2Pn(x) + (∂xPn)(x)). Il reste à
vérifier que f (n) est dérivable en 0. Pour cela, on remarque que

lim
x→0
x>0

f (n)(x) − f (n)(0)
x

= lim
x→0
x>0

Pn(1/x)e1/x

x
= 0.

Proposition A.3. Pour tout a, b ∈ R tels que a < b, il existe une fonction
de classe C∞(R), nulle sur ]−∞, a], strictement croissante sur [a, b] et
valant 1 sur [b,+∞[.

Démonstration. Considérons la fonction f du lemme A.2. Alors la fonction
x↦ f(x)f(1− x) est de classe C∞(R), strictement positive sur ]0,1[ et nulle
sur ]−∞,0] ∪ [0,+∞[. Dès lors, la fonction

F (x) ∶= ∫
x

0
f(x)f(1 − x)dx

est de classe C∞(R), nulle sur ]−∞,0], strictement croissante sur [0,1] et
constante sur [1,+∞[. Par conséquent, la fonction x↦ 1

F (1)F (x−a
b−a

) vérifie les
propriétés de l’énoncé.
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Proposition A.4. Si r, s ∈ R sont tels que 0 < r < s, alors il existe une
fonction C∞c (RN) radialement décroissante, valant 1 sur B(0, r), stricte-
ment positive sur B(0, s) et nulle sur RN ∖B(0, s).

Démonstration. D’après la proposition A.3, il existe une fonction ξ ∈ C∞(R)
valant 0 sur ]−∞, r], strictement croissante sur [r, s] et valant 1 sur [s,+∞[.
Alors la fonction ψ(x) ∶= 1− ξ(∣x∣) vérifie les propriétés de l’énoncé. En effet,
si x, y ∈ RN sont tels que ∣x∣ ⩽ ∣y∣, alors ψ(x) ⩾ ψ(y).

Proposition A.5. Si K est un compact non vide inclus dans Ω, alors il
existe une fonction ϕ ∈ C∞c (Ω) telle que 0 ⩽ ϕ ⩽ 1 et valant 1 sur K.

Démonstration. Pour tout point x ∈ K, il existe rx > 0 tel que la boule
B(x, rx) est incluse dans Ω. La famille (B(x, rx/3))x∈K forme un recouvre-
ment ouvert de K. Puisque K est compact, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini. Il existe donc un ensemble fini X ⊆K tel que K est inclus
dans l’union des B(x, rx/3) pour x ∈ X . Pour tout x ∈ X , on considère une
fonction ϕx valant 1 sur B(x, rx/3) et nulle en dehors de B(x,2rx/3). Une
telle fonction existe d’après la proposition A.4. Dès lors, la fonction

ϕ(y) ∶= 1 −∏
x∈X

(1 − ϕx(y))

vérifie les propriétés de l’énoncé. En effet, cette fonction :
• est de classe C∞ car les ϕx le sont ;
• vaut 1 sur K car, pour tout y ∈K, il existe x ∈ X tel que y ∈ B(x, rx/2) ;
• a un support inclus dans l’union des B[x,2rx/3] pour x ∈ X .

A.2 Convolution et régularisation

Notation A.6. La notation ω ⊂⊂ Ω signifie que ω est ouvert et que ω
est un compact de Ω.

Définition A.7. Définissons l’espace L1
loc(Ω) par

L1
loc(Ω) ∶= {u ∶ Ω→ R ∣ pour tout ω ⊂⊂ Ω, u∣ω appartient à L1(ω)}.
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Définition A.8 (Convolution). Si u ∈ Cc(RN), v ∈ L1
loc(RN) et n ⩾ 1,

alors la convolution u ∗ v est définie par

(u ∗ v)(x) ∶= ∫
RN
u(x − y)v(y)dy = ∫

RN
u(y)v(x − y)dy.

Théorème A.9 (Dérivées d’une convolution). Si u ∈ L1
loc(RN) et ρ ∈

C∞c (RN), alors ρ ∗ u ∈ C∞(RN) et pour tout α ∈ NN , on a

∂α(ρ ∗ u) = (∂αρ) ∗ u.

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat pour les dérivées d’ordre 1
puis d’itérer. Supposons que ∣α∣ = 1. Pour tout x ∈ RN et tout ε > 0, on a

(ρ ∗ u)(x + εα) − (ρ ∗ u)(x)
ε

= ∫
RN

ρ(x + εα − y) − ρ(x − y)
ε

u(y)dy.

Or, ρ(x+εα−y)−ρ(x−y)ε converge ponctuellement vers ∂αρ(x − y) et cette expres-
sion est bornée par la norme infinie de ∂αρ. Le théorème de convergence
dominée implique que ρ ∗ u admet une dérivée d’indice α donnée par

∂α(ρ ∗ u)(x) = ∫
RN
∂αρ(x − y)u(y)dy = (∂αρ ∗ u)(x).

Définition A.10. Une suite d’unités approchées de convolution est une
suite (ρn)n⩾1 de fonctions sur RN telles que

ρn ∈ C∞c (RN), suppρn ⊆ B[0,1/n], ∫
RN
ρn dx = 1, ρn ⩾ 0 sur RN .

Exemple A.11. Soit ρ ∈ C∞c (RN) une fonction radiale, positive, à support
dans B[0,1] et telle que ∫RN ρ(x)dx = 1. Une telle fonction existe d’après la
proposition A.4 et quitte à multiplier ρ par une constante positive. Alors la
suite (ρn)n⩾1 définie pour tout n ⩾ 1 par

ρn(x) ∶= nNρ(nx)

est une suite d’unités approchées de convolution.
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Proposition A.12. Soient 1 ⩽ p <∞, (ρn)n⩾1 une suite d’unités appro-
chées de convolution et u ∈ Lp(Ω). On pose

ũ(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u(x) si x ∈ Ω,
0 si x ∈ RN ∖Ω.

Alors la suite ((ρn∗ũ)∣Ω)n⩾1 ⊆ C
∞(Ω)∩Lp(Ω) converge vers u dans Lp(Ω).

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à [9, Theorem 4.22].

Théorème A.13. Pour tout 1 ⩽ p <∞, C∞c (Ω) est dense dans Lp(Ω).

Démonstration. Soit u ∈ Lp(Ω). D’après le théorème A.12, il existe une suite
(un)n⩾1 ⊆ C∞(Ω) ∩ Lp(Ω) qui converge vers u dans Lp(Ω). Procédons par
troncature. Pour tout n ⩾ 1, on pose

Kn ∶= {x ∈ Ω ∣ ∣x∣ ⩽ n et dist(x, ∂Ω) ⩾ 1/n}

où dist(x, ∂Ω) ∶= inf{∣x−y∣ ∣ y ∈ ∂Ω} (avec la convention usuelle inf ∅ ∶= +∞).
Les (Kn)n⩾1 forment une suite croissante de compacts de Ω tels que Ω

soit égal à l’union des Kn. Pour tout n ⩾ 1, considérons une fonction ξn de
classe C∞c (Ω), telle que 0 ⩽ ξn ⩽ 1 et valant 1 sur Kn (une telle fonction existe
d’après la proposition A.5). Alors, les fonctions ξnun appartiennent à C∞c (Ω)
pour tout n ⩾ 1 et la suite (ξnun)n⩾1 converge vers u dans Lp(Ω) d’après le
théorème de convergence dominée puisque (ξn)n⩾1 converge ponctuellement
vers 1 sur Ω.

Théorème A.14 (Théorème d’annulation). Si la fonction u ∈ L1
loc(Ω)

est telle que pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (Ω), on a

∫
Ω
u(x)ϕ(x)dx = 0

alors u est nulle presque partout sur Ω.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout x0 ∈ RN et tout r > 0 tels
que B(x0, r) ⊆ Ω, u est nulle presque partout sur B(x0, r). Quitte à translater
x0 et Ω, on peut supposer sans perte de généralité que x0 = 0. On considère
une suite (ρn)n⩾1 d’unités approchées de convolution. Il existe n0 ⩾ 1 tel
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que le support de ρn est inclus dans B(x0, r/2) pour tout n ⩾ n0. On pose
v ∶= u1B(x0,r/2). D’après le théorème A.12, la suite (ρn ∗ v)n⩾1 converge vers v
dans Lp(RN). Or, pour tout n ⩾ 1, on a

(ρn ∗ v)(x) = ∫
B(x0,r/2)

u(y)ρn(x − y)dy = 0

puisque la fonction y ↦ ρn(x−y) appartient à C∞c (Ω). On en déduit que v est
nulle presque partout sur RN , autrement dit que u est nulle presque partout
sur B(x0, r), ce qui conclut.

A.3 Convergence au sens des distributions

Définition A.15 (Convergence au sens des distributions pour les fonc-
tions L1

loc(Ω)). Soient (un)n⩾1 ⊆ L1
loc(Ω) et u ∈ L1

loc(Ω). On dit que la
suite (un)n⩾1 converge vers u au sens des distributions (sur Ω) si pour
toute fonction ϕ ∈ C∞c (Ω), on a

∫
Ω
un(x)ϕ(x)dxÐÐ→

n→∞
∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx.

On note cette convergence par

un
D′(Ω)ÐÐÐ→
n→∞

u.

Remarque A.16. La limite au sens des distributions d’une suite de fonctions
est unique si elle existe. En effet, si une suite (un)n⩾1 converge vers des
fonctions u et v au sens des distributions, alors

∫
Ω
(u(x) − v(x))ϕ(x)dx = 0

pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (Ω), donc u et v sont égales presque partout
d’après le théorème d’annulation (théorème A.14).

Remarque A.17. Dans le contexte de la théorie des distributions et des déri-
vées faibles, l’espace C∞c (Ω) est souvent noté D(Ω), ce qui explique la notation
précédente.
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Proposition A.18. Soient p ∈ [1,∞], (un)n⩾1 ⊆ Lp(Ω) et u ∈ Lp(Ω). Si
(un)n⩾1 converge faiblement vers u dans Lp(Ω), alors (un)n⩾1 converge
vers u au sens des distributions.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout p ∈ [1,∞] et pour toute
fonction ϕ ∈ C∞c (Ω), l’application

u↦ ∫
Ω
u(x)ϕ(x)dx

définit une forme linéaire continue sur Lp(Ω).

A.4 Dérivées faibles et espaces de Sobolev
A.4.1 Définitions

Nous utiliserons la notation multi-indice pour les dérivées : si α ∈ NN est
un multi-indice de longueur ∣α∣ ∶= α1 +⋯ + αN , on note ∂α ∶= ∂α1

1 ⋯∂αN

N .

Définition A.19 (Dérivées faibles). Soient un multi-indice α ∈ NN et
deux fonctions f, g ∈ L1

loc(Ω). On dit que g est la dérivée faible d’ordre α
de f si, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (Ω), on a

∫
Ω
f(x)∂αϕ(x)dx = (−1)∣α∣∫

Ω
g(x)ϕ(x)dx.

Le théorème d’annulation (théorème A.14) assure que la dérivée faible
d’ordre α est unique si elle existe. Dans ce cas, on la note ∂αf .

Remarque A.20. Un calcul d’intégration par parties montre que si f ∈ Cm(Ω)
alors pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽m, la dérivée (au sens classique) ∂αf est
la dérivée faible d’ordre α de f (voir [44, Lemma 6.1.1]).
Remarque A.21. La dérivation faible satisfait des propriétés de linéarité et
de compatibilité avec les restrictions.
• Si deux fonctions u, v ∈ L1

loc(Ω) admettent des dérivées faibles d’ordre α
alors, pour tout a, b ∈ R, la fonction au+bv admet une dérivée faible égale
à a∂αu + b∂αv.

• Si u ∈ L1
loc(Ω) admet une dérivée faible d’ordre α et si Ω′ est un ouvert

inclus dans Ω, alors u∣Ω′ admet (∂αu)∣Ω′ comme dérivée faible sur Ω′.
Remarque A.22. Si une fonction u admet une dérivée faible selon α ∈ NN qui
admet elle-même une dérivée faible selon β ∈ NN , alors u admet une dérivée
faible selon α + β et on a ∂β(∂αu) = ∂α+βu.
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Proposition A.23 (Translations). Soient u ∈ L1
loc(RN) et α ∈ NN tels

que u admet une dérivée faible d’ordre α. Pour tout x0 ∈ RN , la fonction
v(x) ∶= u(x − x0) admet une dérivée d’ordre α donnée par (∂αv)(x) =
(∂αu)(x − x0).

Démonstration. Soit ϕ ∈ C∞c (RN). En utilisant la fonction x↦ ϕ(x+x0) dans
la définition de la dérivée faible d’ordre α de u, on obtient

∫
RN
u(x)∂αϕ(x + x0)dx = (−1)∣α∣∫

RN
∂αu(x)ϕ(x + x0)dx.

En posant y ∶= x − x0, on a

∫
RN
u(y − x0)∂αϕ(y)dy = (−1)∣α∣∫

RN
∂αu(y − x0)ϕ(y)dy.

Donc y ↦ ∂αu(y − x0) est la dérivée faible d’ordre α de u.

Définition A.24 (Espaces de Sobolev). Pour tout k ⩾ 1 et p ∈ [1,∞[,
l’espace de Sobolev W k,p(Ω) est défini par

W k,p(Ω) ∶= {u ∈ Lp(Ω) ∣ pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k, ∂αu ∈ Lp(Ω)}

et est muni de la norme

∥u∥Wk,p(Ω) ∶= (∑
∣α∣⩽k

∥∂αu∥pLp)
1/p

.

L’espace W k,p
loc (Ω) est défini par

W k,p
loc (Ω) ∶= {u ∈ Lploc(Ω) ∣ pour tout ω ⊂⊂ Ω, u∣ω appartient à W k,p(ω)}.

Lorsque p = 2, on note Hk(Ω) ∶=W k,2(Ω). La norme de Hk(Ω) est asso-
ciée au produit scalaire

(u ∣ v)Hk(Ω) ∶= ∑
∣α∣⩽k

(∂αu ∣ ∂αv)L2(Ω).

Remarque A.25. L’espace W 1,1
loc (Ω) est l’espace des fonctions L1

loc(Ω) qui ad-
mettent une dérivée faible par rapport à toutes leurs variables. Tous les es-
paces W k,p(Ω) où k ⩾ 1 et p ∈ [1,∞[ sont inclus dans W 1,1

loc (Ω).
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Remarque A.26. Si (un)n⩾1 ⊆W k,p(Ω) et u ∈W k,p(Ω), alors (un)n⩾1 converge
vers u dans W k,p(Ω) si et seulement si pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k,
(∂αun)n⩾1 converge vers ∂αu dans Lp(Ω).

Lemme A.27 (Fermeture du graphe de ∂α pour la convergence au sens
des distributions). Soient α ∈ NN , (fn)n⩾1 ⊆ L1

loc(Ω) et f, g ∈ L1
loc(Ω).

Si toutes les fonctions fn (n ⩾ 1) admettent une dérivée faible d’ordre α
et si

fn
D′(Ω)ÐÐÐ→
n→∞

f et ∂αfn
D′(Ω)ÐÐÐ→
n→∞

g,

alors g est la dérivée faible d’ordre α de f , i.e. ∂αf = g.

Démonstration. Soit ϕ ∈ C∞c (RN). Pour tout n ⩾ 1, on a

∫
Ω
fn(x)∂αϕ(x)dx = (−1)∣α∣∫

Ω
∂αfn(x)ϕ(x)dx.

En passant à la limite pour n→∞, on obtient

∫
Ω
f(x)∂αϕ(x)dx = (−1)∣α∣∫

Ω
g(x)ϕ(x)dx.

Donc g est la dérivée faible d’ordre α de f .

Proposition A.28. Pour tout k ⩾ 1 et p ∈ [1,∞[, l’espace W k,p(Ω) est
un espace de Banach. Si p = 2, l’espace Hk(Ω) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (un)n⩾1 ⊆W k,p(Ω) une suite de Cauchy dans W k,p(Ω).
Montrons qu’elle converge dans W k,p(Ω).

Soit α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k. La suite (∂αun)n⩾1 est de Cauchy dans Lp(Ω).
Puisque Lp(Ω) est un espace de Banach, il existe vα ∈ Lp(Ω) tel que (∂αun)n⩾1
converge vers vα dans Lp(Ω). Désignons v ∈ Lp(Ω) la limite de (un)n⩾1 dans
Lp(Ω). Il reste à prouver que v appartient àW k,p(Ω) et que pour tout α ∈ NN

tel que ∣α∣ ⩽ k, on a ∂αv = vα. Or,
• la suite (un)n⩾1 converge vers v dans Lp(Ω), en particulier au sens des

distributions ;
• la suite (∂αun)n⩾1 converge vers vα dans Lp(Ω), en particulier au sens des

distributions.
Puisque le graphe de ∂α est fermé pour la convergence au sens des distribu-
tions (voir le lemme A.27), on conclut que pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k,
on a ∂αv = vα. Dès lors, v appartient à W k,p(Ω) et la suite (un)n⩾1 converge
vers v dans W k,p(Ω).
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A.4.2 Opérations dans les espaces de Sobolev

Définition A.29 (Gradient). Soit u ∈ W 1,1
loc (Ω). Le gradient de u est la

fonction ∇u ∶ Ω→ (L1
loc(Ω))N définie par

∇u ∶= (∂1u, . . . , ∂Nu).

Proposition A.30 (Dérivée faible d’une composition). Soient u ∈W 1,1
loc (Ω)

et f ∈ C1(R) une fonction telle que supR ∣f ′∣ < ∞. Alors f ○ u ∈ W 1,1
loc (Ω)

et pour tout 1 ⩽ i ⩽ N , on a

∂i(f ○ u) = (f ′ ○ u)∂iu.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à [44, Proposition 6.1.13].

Proposition A.31 (Passage à la valeur absolue). Si u ∈W 1,1
loc (Ω), alors

∣u∣ appartient à W 1,1
loc (Ω) et

∇∣u∣ = −1{u<0}∇u + 1{u>0}∇u.

En particulier, si u appartient à W 1,p(Ω) pour un certain p ∈ [1,∞[ alors
∣u∣ appartient à W 1,p(Ω). De plus, ∇∣u∣ et ∇u ont la même norme Lp.

Démonstration. Pour tout ε > 0, définissons

fε(t) ∶=
√
t2 + ε2.

La fonction fε est de classe C∞(R). Sa dérivée est donnée par

f ′ε(t) =
t√

t2 + ε2
,

est bornée sur R par 1 et converge ponctuellement vers la fonction

t↦ −1]−∞,0[(t) + 1]0,+∞[(t).

D’après la proposition A.30 concernant les dérivées d’une composition, on a

∂i(fε ○ u) = f ′ε(u)∂iu.
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D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que

fε ○ u
D′ÐÐ→
ε→0
ε>0

∣u∣, ∂i(fε ○ u)
D′ÐÐ→
ε→0
ε>0

−1{u<0}∂iu + 1{u>0}∂iu.

Puisque le graphe de ∂α est fermé pour la convergence au sens des distribu-
tions (voir le lemme A.27), on en déduit que u admet une dérivée faible selon
i donnée par

∂i∣u∣ = −1{u<0}∂iu + 1{u>0}∂iu.

Si u appartient à W 1,p(Ω), l’expression précédente implique que ∇∣u∣ et ∇u
ont la même norme Lp.

Proposition A.32. Si u ∈ W 1,1
loc (Ω), alors pour tout k ∈ R, la fonction

1{u=k}∇u est nulle presque partout sur Ω.

Démonstration. Quitte à remplacer u par u− k, on peut supposer que k = 0.
Pour tout ε > 0, on définit

gε(t) ∶=
√

(t + ε)2 + ε2.

La fonction gε est de classe C∞(R). Sa dérivée est donnée par

g′ε(t) =
t + ε√

(t + ε)2 + ε2
,

est bornée sur R par 1 et converge ponctuellement vers la fonction

t↦ −1]−∞,0[(t) +
1√
2

1{0}(t) + 1]0,+∞[(t).

Comme dans la preuve de la proposition A.31, on montre que

∂i∣u∣ = −1{u<0}∂iu +
1√
2

1{u=0}∂iu + 1{u>0}∂iu.

Or, la proposition A.31 implique que

∂i∣u∣ = −1{u<0}∂iu + 1{u>0}∂iu.

En égalant les deux expressions obtenues pour ∂i∣u∣, on conclut que la fonction
1{u=0}∂iu est nulle presque partout.
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Proposition A.33 (Maxima et minima). Si u, v ∈W 1,1
loc (Ω), on a

1{u=v}∇u = 1{u=v}∇v.

De plus, max(u, v) et min(u, v) appartiennent à W 1,1
loc (Ω) et on a

∇max(u, v) = 1{u>v}∇u + 1{u=v}∇u + 1{u<v}∇v,
∇min(u, v) = 1{u>v}∇v + 1{u=v}∇u + 1{u<v}∇u.

En particulier, si u, v ∈ W 1,p(Ω), alors max(u, v) et min(u, v) appar-
tiennent à W 1,p(Ω).

Démonstration. D’après la proposition A.32, la fonction 1{u−v=0}∇(u− v) est
nulle presque partout donc les fonctions 1{u=v}∇u et 1{u=v}∇v sont égales
presque partout. On conclut en remarquant que

max(u, v) = 1
2(u + v + ∣u − v∣),

min(u, v) = 1
2(u + v − ∣u − v∣)

et en appliquant la proposition A.31.

Les deux propositions suivantes se montrent directement à partir de la
définition des dérivées faibles et par le théorème de changement de variables
pour les intégrales de Lebesgue.

Proposition A.34 (Changement de variables linéaires). Si T ∶ RN → RN

est une application linaire bijective et u ∈W 1,1
loc (RN), alors u○T appartient

à W 1,1
loc (RN) et pour tout 1 ⩽ i ⩽ N , on a

∂i(u ○ T ) = ∑
1⩽j⩽N

(∂ju ○ T )Mij

où (Mij)1⩽i,j⩽N est la matrice de T dans la base canonique. En particu-
lier, si u appartient à W 1,p(RN) pour un certain p ∈ [1,∞[ alors u ○ T
appartient à W 1,p(RN).
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Proposition A.35 (Translations et dilatations). Si u ∈ L1
loc(RN), y ∈ RN

et λ > 0, on note :
• Tyu = u(⋅ − y) l’image de u par la translation de vecteur y ;
• Dλu = u(λ ⋅) l’image de u par la dilatation de facteur λ.
Si u admet une dérivée faible selon α ∈ NN , alors on a

∂α(Tyu) = (∂αu)(⋅ − y) = Ty(∂αu)
∂α(Dλu) = λ∣α∣(∂αu)(λ ⋅) = λ∣α∣Dλ(∂αu).

En particulier, si u appartient à W k,p(RN) alors Tyu et Dλu appar-
tiennent à W k,p(RN) et pour tout α ∈ NN tel que ∣α∣ ⩽ k, on a

∥∂α(Tyu)∥Lp = ∥∂αu∥Lp , ∥∂α(Dλu)∥Lp = λ∣α∣−N
p ∥∂αu∥Lp .

A.4.3 Densité dans les espaces de Sobolev

Théorème A.36. Soient (ρn)n⩾1 une suite d’unités approchées de convo-
lution, α ∈ NN et u ∈ L1

loc(RN) une fonction admettant une dérivée faible
d’ordre α. On pose

ũ(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u(x) si x ∈ Ω,
0 si x ∈ RN ∖Ω

(un)n⩾1 ∶= ((ρn ∗ ũ)∣Ω)n⩾1.

Alors la suite (∂αun)n⩾1 converge vers ∂αu au sens des distributions.

Démonstration. D’après le théorème de dérivation d’une convolution, les
fonctions un sont de classe C∞(Ω) et sont telles que ∂αun = (∂αρn) ∗ ũ.
▷ Étape 1 Théorème de Fubini
Soit ϕ ∈ C∞c (Ω). Pour tout n ⩾ 1, on a

∫
RN

(∂αρn ∗ ũ)(x)ϕ(x)dx = ∫
RN

(∫
RN
∂αρn(x − y)ũ(y)dy)ϕ(x)dx

= ∫
RN
ũ(y)(∫

RN
∂αρn(x − y)ϕ(x)dx)dy (A.1)

d’après le théorème de Fubini.
▷ Étape 2 Majoration et convergence de l’intégrale interne
Soit y ∈ RN . Pour tout n ⩾ 1, on obtient

∫
RN
∂αρn(x − y)ϕ(x)dx = (−1)∣α∣∫

RN
ρn(x − y)∂αϕ(x)dx
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en intégrant par parties. Remarquons que pour tout n ⩾ 1, on a

∣∫
RN
ρn(x − y)∂αϕ(x)dx∣ ⩽ ∥∂αϕ(x)∥L∞(RN ) (A.2)

car ∫RN ρn(x − y)dx = 1. De même,

∣∫
RN
ρn(x − y)(∂αϕ(x) − ∂αϕ(y))dx∣ ⩽ ∥∂αϕ(x) − ∂αϕ(y)∥L∞(B[0,1/n])

car le support ρn est inclus dans B[0,1/n]. Dès lors,

∫
RN
ρn(x − y)∂αϕ(x)dxÐÐ→

n→∞
∂αϕ(y).

▷ Étape 3 Conclusion
D’après l’égalité (A.1), la majoration (A.2) et le résultat de convergence
ponctuelle établi au point précédent, on obtient

∫
Ω
∂αun(x)ϕ(x)dxÐÐ→

n→∞
(−1)∣α∣∫

RN
ũ(y)∂αϕ(y)dy

grâce au théorème de convergence dominée. Les égalités

(−1)∣α∣∫
RN
ũ(y)∂αϕ(y)dy = (−1)∣α∣∫

Ω
u(y)∂αϕ(y)dy = ∫

Ω
∂αu(y)ϕ(y)dy

impliquent que la suite (∂αun)n⩾1 converge vers u au sens des distributions
sur Ω.

Proposition A.37 (Troncature et régularisation dansW 1,p(RN)). Soient
k ⩾ 1, p ∈ [1,∞[, u ∈W 1,p(RN), (ρn)n⩾1 une suite d’unités approchées de
convolution et ξ ∈ C∞c (RN) une fonction valant 1 sur B[0,1], nulle sur
RN ∖B(0,2) et telle que 0 ⩽ ξ ⩽ 1.
Alors, la suite (ξ(x/n)(ρn ∗ u))n⩾1 converge vers u dans W 1,p(RN).
En particulier, C∞c (RN) est dense dans W 1,p(RN).

Remarque A.38. D’après la proposition A.4, il existe des fonctions radiales ξ
satisfaisant les conditions de l’énoncé précédent.

Démonstration. Soit u ∈W 1,p(RN). On pose ξn(x) ∶= ξ(x/n).
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▷ Étape 1 Régularisation
Pour tout n ⩾ 1, on pose un ∶= ρn∗u. D’après le théorème A.12, la suite (un)n⩾1
converge vers u dans Lp(RN) et les fonctions un sont de classe C∞(RN).
D’après le théorème A.36, on a ∂iun = ρn ∗ ∂iu pour tout 1 ⩽ i ⩽ N . En
utilisant à nouveau le théorème A.12, on en déduit que (∂iun)n⩾1 converge
vers ∂iu dans Lp(RN). Donc la suite (un)n⩾1 converge vers u dans W 1,p(RN).

▷ Étape 2 Troncature
Pour tout n ⩾ 1, on pose vn ∶= ξnun. Les fonctions vn sont de classe C∞(RN)
et à support compact. Pour tout 1 ⩽ i ⩽ N , on a (au sens classique)

∂i(ξnun) = (∂iξn)un + ξn(∂iun).

De plus :
• la suite ((∂iξn)un)n⩾1 converge vers 0 dans Lp(RN) lorsque n → ∞ en

utilisant l’inégalité ∣∂iξn∣L∞ ⩽ ∣∂iξ∣L∞/n et le théorème de convergence
dominée ;

• la suite (ξn(∂iu))n⩾1 converge vers ∂iu dans Lp(RN) lorsque n → ∞ car
0 ⩽ ξn ⩽ 1 et d’après le théorème de convergence dominée.

Donc la suite (ξnun)n⩾1 converge vers u dans W 1,p(RN) lorsque n→∞. Ceci
achève la preuve car les fonctions ξnun appartiennent à C∞c (RN).

A.5 Espaces de Hölder

Définition A.39 (Régularité höldérienne). Soient un ensemble D ⊆ RN ,
une fonction f ∶D → R et un réel θ ∈ ]0,1[. On dit que la fonction f est
• uniformément θ-höldérienne sur D si le supremum

sup
x,y∈D
x≠y

∣f(x) − f(y)∣
∣x − y∣θ

est fini. On note l’espace des fonctions uniformément θ-höldériennes
sur D par Cθunif(D) ;

• localement θ-höldérienne sur D si elle est uniformément θ-höldérienne
sur tout compact inclus dans D. On note l’espace des fonctions loca-
lement θ-höldériennes sur D par Cθ(D).

Les notions de régularité höldérienne permettent de définir des espaces
qui « quantifient la dérivabilité des fonctions ».
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Définition A.40 (Espaces de Hölder). Si k ∈ N et θ ∈ ]0,1[, on note
Ck,θunif(Ω) l’espace des fonctions Ck(Ω) dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal à k sont bornées et dont les dérivées partielles d’ordre
k sont uniformément θ-höldériennes sur Ω. On note Ck,θ(Ω) l’espace des
fonctions Ck(Ω) dont les dérivées partielles d’ordre k sont localement
θ-höldériennes sur Ω.

A.6 Plongements de Sobolev
Les preuves des théorèmes suivants sont présentées dans [9, Section 9.3].

Théorème A.41 (Plongement de Sobolev, [9, Corollary 9.13]). Soient
k ⩾ 1 un nombre naturel et p ∈ [1,+∞[. Alors :
• si kp < N , on a

W k,p(RN) ⊆ Lq(RN)
pour tout q ∈ [p, Np

N−kp] ;
• si kp = N , on a

W k,p(RN) ⊆ Lq(RN)
pour tout q ∈ [p,+∞[ ;

• si kp > N , on a
W k,p(RN) ⊆ L∞(RN).

Toutes les injections correspondantes sont continues.
De plus, si kp−N

p est strictement positif et n’est pas entier, on pose

` ∶= ⌊kp−Np ⌋, θ ∶= kp−N
p − `.

Alors, W k,p(RN) s’injecte continûment dans C`,θunif(RN). Plus précisément,
il existe une constante C(N,p) > 0 telle que pour tout u ∈ W k,p(RN) et
α ∈ NN , on a :
• si ∣α∣ ⩽ `, on a

∣∂αu(x)∣ ⩽ C(N,p)∥u∥Wk,p(RN )

pour presque tout x ∈ RN ;
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• si ∣α∣ < `, on a

∣∂αu(x) − ∂αu(y)∣ ⩽ C(N,p)∥u∥Wk,p(RN )∣x − y∣

pour presque tout x, y ∈ RN ;
• si ∣α∣ = `, on a

∣∂αu(x) − ∂αu(y)∣ ⩽ C(N,p)∥u∥Wk,p(RN )∣x − y∣θ

pour presque tout x, y ∈ RN .

Remarque A.42. L’inégalité du cas ∣α∣ < ` se déduit de celle du cas ∣α∣ = `,
voir [9, Note en bas de page 13 page 284].
Remarque A.43. Lorsque kp < N , le théorème énoncé dans [9, Corollary 9.13]
mentionne uniquement l’injection de W k,p(RN) dans Lq(RN) pour q = Np

N−kp

mais le résultat tel qu’énoncé s’en déduit puisque Lp(RN)∩Lq(RN) s’injecte
continûment dans Lr(RN) pour tout r ∈ [p, q] d’après l’inégalité de Hölder
(voir [9, Theorem 4.6, Remark 2]).
Remarque A.44. Lorsque p = 2 etN ⩾ 3, l’exposant 2N

N−2 est l’exposant critique
du plongement de Sobolev pour l’espace H1(RN).

Théorème A.45 (Rellich–Kondrachov, [9, Theorem 9.16]). Si Ω est un
ouvert borné de classe C1 dans RN (i.e. tel que ∂Ω est une sous-variété
de classe C1 de RN , voir les définitions de [9, Section 9.2]), alors :
• si p < N , on a

W 1,p(Ω) ⊆ Lq(Ω)
pour tout q ∈ [1, p∗[ où 1

p∗ = 1
p − 1

N ;
• si p = N , on a

W 1,p(Ω) ⊆ Lq(Ω)
pour tout q ∈ [p,+∞[ ;

• si p > N , on a
W 1,p(Ω) ⊆ C(Ω).

Toutes les injections correspondantes sont compactes. En particulier,
l’injection de W 1,p(Ω) dans Lp(Ω) est compacte pour tout p ∈ [1,∞[.
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Annexe B

Principe du maximum

Les résultats de principe du maximum qui suivent ont fait l’objet d’un
cours donné par Madame Colette De Coster [16] et sont présentés dans [35,
Section 2.3, 28, Chapter 1, 20, Chapter 3].

Dans les énoncés des théorèmes suivants, Ω désigne un ouvert connexe
non vide de RN .

Théorème B.1 (Principe du maximum fort). Soient c ⩾ 0 et u ∈ C2(Ω).
On suppose que −∆u + cu ⩾ 0 sur Ω et qu’il existe x0 ∈ Ω tel que x0 est
un minimum de u sur Ω (i.e. tel que u(x) ⩾ u(x0) pour tout x ∈ Ω) et tel
que u(x0) ⩽ 0. Alors u(x) = u(x0) pour tout x ∈ Ω.

On peut remplacer l’hypothèse de positivité sur c par une hypothèse de
positivité sur u.

Théorème B.2 (Principe du maximum fort pour les fonctions positives,
[35]*Theorem 6). Soient c ∈ R et u ∈ C2(Ω). On suppose que −∆u+cu ⩾ 0
sur Ω et que u ⩾ 0 sur Ω. Alors soit u est identiquement nulle sur Ω, soit
u est strictement positive sur Ω.

Démonstration. Si u n’est pas strictement positive sur Ω alors il existe x0 ∈ Ω
tel que u(x0) = 0. Si c ⩾ 0, on applique le théorème B.1. Si c < 0, on remarque
que −∆u ⩾ −cu ⩾ 0 sur Ω et on applique le théorème B.1 à l’opérateur −∆.
Dans les deux cas, on en déduit que u est identiquement nulle sur Ω.

113
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Théorème B.3 (Lemme de Hopf, [35]*Theorem 8). Soient c ⩾ 0, u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) et x0 ∈ ∂Ω tels que :
• u(x0) ⩽ 0 ;
• u(x) ⩾ u(x0) pour tout x ∈ Ω ;
• il existe y0 ∈ Ω et r > 0 tels que B(y0, r) ⊆ Ω et tels que ∣x0 − y0∣ = r.
Si −∆u + cu ⩾ 0 sur Ω alors :
• ou bien u(x) = u(x0) pour tout x ∈ Ω ;
• ou bien lim supt→0

u(x0+tν)−u(x0)
t < 0 pour toute direction ν pointant

vers l’extérieur de la sphère S(y0, r).

Théorème B.4 (Lemme de Hopf pour les fonctions positives). Soient
c ∈ R, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) et x0 ∈ ∂Ω tels que :
• u(x0) = 0 ;
• il existe y0 ∈ Ω et r > 0 tels que B(y0, r) ⊆ Ω et tels que ∣x0 − y0∣ = r.
Si u ⩾ 0 et −∆u + cu ⩾ 0 sur Ω alors :
• ou bien u(x) = 0 pour tout x ∈ Ω ;
• ou bien lim supt→0

u(x0+tν)−u(x0)
t < 0 pour toute direction ν pointant

vers l’extérieur de la sphère S(y0, r).

Démonstration. Si c ⩾ 0, on peut appliquer le théorème B.3. Si c < 0, il suffit
de remarquer que −∆u ⩾ −cu ⩾ 0 et de conclure en appliquant le théorème
B.3 pour l’opérateur −∆.
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