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Table des notations

|z| : module d’'un nombre complexe z € C
|z| : norme euclidienne d’un vecteur z € RV
u-v : produit scalaire entre deux vecteurs u,v € RN

g -z : produit matriciel entre une matrice g de taille N x N et un vecteur
xeRN

O(N) : groupe orthogonal sur RV
[x,y] :=={tz+(1-1t)y|0<t <1} : segment joignant deux points x,y € RN
on(x) : réflexion orthogonale par rapport & un hyperplan affin I1

B(zg,r) = {z e RV | |x — zo| < r} : boule ouverte de centre xy et de rayon r
(pour la norme euclidienne)

Blxg,r] = {x € RV | |x — 20| < 7} : boule fermée de centre xy et de rayon r
(pour la norme euclidienne)

S(zo,7) = {x e RN | |x — o] = r} : sphere de centre zy et de rayon r (pour la
norme euclidienne)

Vol : mesure de Lebesgue sur RN

OS(z0,r) : Mesure de surface sur la sphere S(x, 1)

1, : fonction indicatrice de 'ensemble A

A : adhérence de 'ensemble A

int A : intérieur de ’ensemble A

0A:= A~xint A : bord de I'ensemble A

C(X,Y) : ensemble des fonctions continues entre deux espaces X et Y
wy(9) : module de continuité de la fonction wu, voir la proposition 1.56
a=(ay,...,ay) €NV : multi-indice

la| :== oy + -+ + ay : longueur d’un multi-indice (le contexte distingue cette
notation de celle de la norme euclidienne)

0; = % . dérivée partielle selon la j¢ variable
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0% := 07" -+ 03 : notation multi-indice pour les dérivées
Q : ouvert non-vide de RY. On suppose €2 connexe dans ’appendice B.
wcc ) : w est un ouvert et W est un compact de 2

Ck(Q) : espace des fonctions de classe C* (k€ Nu {co}) et a valeurs réelles
sur 'ouvert (2

Ck(Q) : espace des fonctions de classe C* (k e Nu{oo}) et & valeurs réelles sur
l'ouvert 2 dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a k admettent
des prolongements continus a 2

CH0(Q), C*°(Q) : espaces de Holder, voir la définition A.40

unif

suppu :={z € Q| u(z) # 0} : support d’'une fonction u : Q2 - C, voir la défini-
tion A.1.

Cc(Q) :=={ueC(Q) | suppu est compact dans Q} : espace des fonctions conti-
nues, a valeurs réelles et a support compact dans €2, voir la définition A.1.

CE(Q2) == CF(Q) nC.(Q) : espace des fonctions de classe C* (ke Nu {oo}), &
valeurs réelles et a support compact dans €2

C.(RYN) : espace des fonctions C°(RY) a symétrie radiale

Vu:= (0u,...,0yu) : gradient de la fonction u

Au =Y oy Oiiu @ laplacien de la fonction u

dive = Y1y Oiv; - divergence du champ de vecteurs v

Up, P convergence au sens des distributions, voir la définition A.15

u * v : convolution entre les fonctions u et v, voir la définition A.8

LP(Q), Lr(2;C) : espaces LP définis sur Q et a valeurs réelles (resp. com-
plexes)

lullre = |ulpeo) = (fo lu(z)P da:)l/p : norme d’une fonction u € LP(€Q) (€ est
omis si le contexte le permet)

L, () = {u: Q - R| pour tout w cc Q,uy, appartient & L'(w)} espaces de
fonctions localement intégrables sur €) et a valeurs réelles

L2(Q) :={ueLl?(Q)|u>0}
Wke(Q), WEP(Q), Wkr(Q;C), WFP(Q;C) : espaces de Sobolev d’ordre k

loc loc

basés sur LP(£2) et LP(2;C), voir la définition A.24

HF(Q) =Wk2(Q), H*(Q;C) = Wk2(Q;C) : espace de Sobolev d’ordre k basé
sur L2(Q) et L2(2;C), voir la définition A.24

HIQ) = {ue H(Q) |u> 0}

HI(RYN) : espace des fonctions H'(RY) & symétrie radiale
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2N §i N >3
2= N2 7 : exposant critique du plongement de Sobolev
00 siN=1ouN=2
pour 'espace H!, voir le théoréme A.41 et la remarque A.44
F*={a}u{B(0,r)|r>0}u{RN}
A* : symétrisation d'un ensemble mesurable A, voir la définition I.1
A : mesure push-forward A, associée a une fonction u, voir la définition 1.8

{u>t}:={xeRN |u(r) >t} : sur-ensemble de niveau ¢ associé a la fonction
u, voir la définition 1.13

u* : symétrisation d'une fonction admissible w, voir les définitions 1.19 et 1.28
Ho : ensemble des demi-espaces affins fermés de RN qui contiennent 0.

uHf : polarisation de la fonction u par rapport au demi-espace H, voir la
définition 1.47

Dyu : dilatation de la fonction u par un facteur A, Dyu(z) = u(Az)
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Introduction

L’équation de Schrodinger non linéaire

10 = —Au - |ul?2u, (t,x2)€[0,T[ xRN,
{t 2, (40) € [0.T] i)

U(O,l’):U()(ZL‘), U’OZRN%Ca

est une importante équation aux dérivées partielles d’évolution (voir [12, 13,
40, 17, 37]). Dans DIécriture précédente, i> = -1, A = ¥,y 0y désigne le
laplacien sur RN et ¢ > 2 est un parametre réel. Comme pour les équations
différentielles ordinaires (EDO), une solution du probleme (NLS) consiste en
la donnée d’un intervalle temporel [0, 7] et d’une fonction u: [0,T[ xRN - C
vérifiant ’équation et la condition initiale. Cette équation a de nombreuses
applications en physique (voir [2]).

Les solutions de (NLS) obéissent (au moins formellement) a des lois de
conservation.
Ainsi, la masse L?,

1/2
Hu(t;')“LQ = (/};N |u(t,x)|2 dx) ,

ys .
et l’énergie,

E(u(t, ")) ::%fRN |Vu(t,a:)|2d:v—$AN u(t, )| da

(ou le gradient est pris par rapport a x) sont préservées au cours de 1’évo-
lution. Autrement dit, si u est une solution du probleme alors les égali-
tés |u(t, )|z = lluolze et E(u(t,-)) = E(ug) sont vérifiées pour tout temps
te[0,T7.

D’apres 'expression de ces lois de conservation, il est naturel de chercher
des solutions u(t) := wu(t,-) qui sont des fonctions de [0,7] dans 'espace
de Sobolev HY(RN:C) = {u € L*(RY;C) | Vvu € L*(RV;C)N}. D’apres le
théoreme de plongement de Sobolev (théoreme A.41), lespace H!'(RY;C)
s’injecte dans LP(RY;C) pour tout p € Rn[2,2*], ou exposant critique 2*

1



2 Introduction

vaut 2N /(N —2) si N > 3 et est infini si NV € {1,2}. Ainsi, I"énergie est bien
définie sur H'(RY;C) lorsque ¢ e Rn[2,2*].

Un résultat de Ginibre et Velo (voir [21]) implique que I"équation (NLS)
est bien posée dans H'(RY;C) pour tout 2 < ¢ < 2*. Autrement dit, si ug €
H'Y(RN;C), il existe un temps T € ]0,+o0] et une unique solution maximale
ueC([0,T[, H'(RN;C)) a I'équation (NLS).

La situation est semblable a celle des équations différentielles ordinaires :
e si T =+o0 alors la solution est dite globale ;

o si T < +oo alors limyp |[Vu(t, )| 2 = +o0 et on dit que la solution explose
en temps fini.

L’existence de solutions explosives est liée a la non-linéarité de 1’équation.
En effet, toutes les solutions de I’équation de Schrodinger linéaire ¢0,u = —Au
sont globales dans H'(RY;C).

On se demande quelle est 'influence de ¢ et de la condition initiale ug sur
la présence, ou non, de phénomenes d’explosion. On se demande également si
toutes les solutions explosent a la méme vitesse que les solutions de I’équation
différentielle 20,v = —|v]|9-2v.

D’une part, I’équation (NLS) admet des ondes solitaires, a savoir des
solutions de la forme e®Q(x) ou la fonction @ est solution de 1’équation

-AQ+Q=1QI"*Q (EDPg)

sur RY. Ces solutions sont inchangées (a une phase pres) lors de ’évolution
et sont donc « a 'opposé » des phénomenes d’explosion.
D’autre part, linégalité de Gagliardo-Nirenberg affirme que pour tout
2 < ¢ < 2*, il existe une constante C, > 0 telle que pour toute fonction
ve HY(RN;C), on a
[olze < Cq ol [Vl

ou s := %. En utilisant les lois de conservation de la masse et de I’énergie
et I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on montre que

Cy)4 s -5
[Vut) 2. = 26 (uo) + 2u(t) 4, < 26 (up) + 22 [vu(t)% Juo] 2.

Sig<2+ %, I'exposant ¢s est strictement inférieur a 2 et I'inégalité précé-
dente implique que la norme ||[Vu(t)|z2 est bornée uniformément en ¢. Des
lors, I'exposant ¢ = 2 + % est 'exposant minimal pour lequel il peut y avoir
des solutions explosives. Ce cas, dit de masse-critique, est particulierement
intéressant en dimension 2 ou 1’équation (NLS) avec ¢ = 4 apparait comme
un modele de faisceau laser en optique non-linéaire, voir [17, 37]. Lorsque
qgz2+ %, il est nécessaire de déterminer la constante optimale dans I'inéga-
lité de Gagliardo-Nirenberg afin d’obtenir des criteres d’explosion optimaux.
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Les deux objectifs principaux de ce mémoire sont la détermination des cas
d’égalité dans l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et l’étude de propriétés qua-
litatives des solutions de l’équation des ondes solitaires (EDPg) dans l'espace
HY(RYN).

Afin de trouver la constante optimale et un cas d’égalité dans I'inégalité de
Gagliardo-Nirenberg, il faut chercher un minimum global de la fonctionnelle !

U q(1-s) Yu qs
T(u) = Julzz ™ [Vulz:

[l %o

sur I'espace H'(RV).

Il s’avere qu’il suffit de minimiser J sur 'espace H!(RM) des fonctions
HY(RYN) a symétrie radiale. En effet, le procédé de réarrangement symétrique
décroissant associe a une fonction positive u avec le bon comportement a 'in-
fini une fonction u* radialement décroissante « de méme taille » en préservant
toutes ses normes LP. Pour tout £ € R, ce procédé symétrise [’ensemble de sur-
niveau {x € RN | u(x) >t} en une boule de méme volume centrée en 1'origine
(voir la figure 1 pour une illustration en dimension 1). Une importante inéga-
lité due & Polyd et Szegd affirme que si u appartient a H'(RY;C), alors u*
appartient également a H'(RY;C) et | Vu*| 2 < |Vu 2. Donc J(u*) < J(u),
ce qui explique pourquoi nous pouvons nous restreindre a H!(RV).

Vu l'importance du procédé de réarrangement symétrique décroissant,
nous avons dédié le premier chapitre de ce mémoire a son étude ainsi qu’a
une preuve de l'inégalité de Polya-Szego.

| |

FIGURE 1 — Réarrangement symétrique décroissant.

Dans le deuxieme chapitre, nous prouvons qu il existe une solution radiale
et positive de (EDP()) qui atteint le minimum global de J. Ceci montre que
I'équation (EDPg) des ondes solitaires et I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

1. Comme il est d’usage, le terme « fonctionnelle » sera utilisé pour désigner des fonc-
tions définies sur des espaces de fonctions.
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fournissant des criteres d’explosion sont intimement liées. Des identités dites
de l’énergie et de PohoZaev relient entre elles les normes |Q|zz, |Q] s et
IVQ| 2 des solutions de I’équation (EDPg). Nous en déduisons que toutes
les solutions de I'équation (EDPy) sont des points critiques de J. Afin de
prouver ces identités, nous établissons un résultat de régularité en utilisant
la « méthode du bootstrap Wk ».

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de propriétés qualitatives des
solutions positives de I'équation (EDP).? Un argument basé sur le principe
du maximum implique que toutes les solutions positives de I’équation sont
strictement positives sur RN. Grace a la « méthode du bootstrap C*? », nous
prouvons ensuite que ces solutions sont de classe C*. En utilisant la tech-
nique du « moving plane », nous montrons que toutes les solutions positives
sont radiales, ce qui complete le résultat d’existence d'une solution radiale
positive prouvé dans le deuxieme chapitre. Nous prouvons ensuite un résul-
tat de décroissance exponentielle. Nous mentionnons des résultats concernant
lunicité de la solution H'(R¥) positive de I’équation (EDPy)).

A la fin de ce mémoire, nous aurons établi qu’il existe une unique solution
Q positive dans HY(RN) a 'équation (EDPy) et que toutes les fonctions de
HY(RYN) qui réalisent 1'égalité dans l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg sont
données par

w(z) = pQ(AMx - x0))

ot ppeR, A>0 et xyeRYN,

Ces résultats permettent d’obtenir de nombreuses informations concer-
nant 'équation (NLS). Ainsi, dans le cas masse-critique ¢ = 2+ +, on montre
en exprimant la constante optimale dans 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg
en fonction de |@Q] 2 que toute fonction u € H'(RY) vérifie I'inégalité

1 Ju]35Y
g(u) 2 iHquL? 1- 4/N
1QIY%

ou @ est I'unique solution H!(RY) radiale positive de I’équation (EDP()
pour ¢ =2+ + (voir [43]*Section 3).

Les lois de conservation de la masse et de I’énergie impliquent que la solu-
tion de I’équation (NLS) pour une condition initiale ug € H*(RY; C) telle que
ol z2 < | @] L2 est globale et bornée uniformément en temps dans H'(RY; C).

La condition ||ug|z2 < |@] 2 est optimale : il existe des solutions explosives
lorsque |ug| 2 > | Q| z2. En effet, en appliquant une « transformation pseudo-

2. Par convention, le terme « solutions positives » exclut la solution nulle.
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conforme » (voir [14, 23, 39]) & la solution e®Q(x), on obtient la solution

explicite
2
st = (7)™ Q) exo (i - o))

Cette solution vérifie 1'égalité |s(t,-)|r2 = |@|z2 pour tout ¢ € [0,T] et
IVs(t, )2 ~ 75 (Le. il existe c1,co > 0 tels que 75 < [Vs(¢,-)]r2 € 72)
ou T est le temps d’explosion. D’apres un résultat de F. Merle (voir [30]), il
s’agit de I'unique solution explosive telle que ||ug|z2 = |@] L2, aux invariances
de I’équation pres.

Depuis les années 1970, des simulations numériques et des expansions
asymptotiques formelles ont permis d’étudier le comportement des solutions
explosives dans le cas |Jug|zz > [|@Q] 2. Suite & ces travaux, il a été suspecté
(voir I'introduction de [18] et [37]) que des solutions explosant au régime

log|log(T—t)\)
T -t

1/2

Ivu(®)lse ~ (log:log)

existent. En 2000, G. Perelman a montré 'existence de telles solutions en
dimension 1 (voir [34]).

Quelques années plus tard, F. Merle et P. Raphaél ont montré dans la
série d’articles [31, 33, 32|, que toutes les conditions initiales uy de norme
L? légerement supérieure a |Q| 2 et d’énergie négative donnaient lieu a des
solutions explosant en temps fini selon le régime (log-log) (voir aussi [11] pour
une présentation de ces résultats).

Les résultats de Merle et Raphaél sont conditionnels a la validité d’une
propriété spectrale concernant la coercivité de formes quadratiques définies
a partir de la solution @ de (EDPg) sur un espace de codimension finie
de HY(RYM). Plus précisément, ces formes quadratiques sont définies par
e (Lie|e)2 et e = (Loe|e) 2 on

Li=-A+ %(% + Q¥ 1r0,Q,  Ly=-A+ %Qﬁl rd,Q
et r:= |z| (rappelons que la fonction @ est radiale).

La propriété spectrale a été vérifiée en dimension N =1 ou la solution )
de (EDPg) vaut Q(z) = 31/4(COSh(21E))71/2. Sa preuve en dimension N > 2
n’est pas aisée, notamment car aucune expression explicite de () n’est connue.
Des expériences numériques concernant les estimées de coercivité ont été
réalisées dans [18] jusqu’en dimension N =4 et dans [46] jusque N = 10.

Une analyse supplémentaire est nécessaire afin de développer des preuves
assistées par ordinateur de la propriété spectrale. L’étude des solutions de
I'équation (EDP() présentée dans ce mémoire, en particulier de la solution
H'(RY) radiale positive, est indispensable avant d’entamer un tel travail.
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Concluons cette introduction par quelques remarques.

Bien que l’équation de Schrédinger porte sur des fonctions a valeurs
complexes, nous étudions 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et 1’équation
(EDPg) pour des fonctions a valeurs réelles. Les techniques et résultats
présentés dans ce mémoire se généralisent au cas complexe. Ainsi, les
techniques « variationnelles » du deuxieme chapitre peuvent étre utilisées
sur H'(RY;C). En prenant le module des fonctions, on peut se ramener
a ’étude des solutions positives comme nous le faisons en passant a la
valeur absolue pour les fonctions a valeurs réelles.

Nous utilisons les conventions présentées dans la table de notations (voir
la page v).

L’annexe A présente des résultats concernant les fonctions C* a support
compact, la convolution et les espaces de Sobolev utilisés intensivement
dans ce mémoire. Nous renvoyons a cette annexe lors de la premiere utili-
sation de certaines définitions et propriétés de base concernant ces espaces
et renvoyons systématiquement a ’annexe pour les résultats plus avanceés.

L’annexe B contient quelques résultats de principe du maximum qui
jouent un grand role dans le troisieme chapitre. Ces résultats ont été
présentés dans un cours donné par Colette De Coster a 'UMONS [16].



Chapitre |

Réarrangement symeétrique
décroissant

Dans ce chapitre, nous présenterons des procédés de symétrisation d’en-
sembles et de fonctions, en suivant principalement 'ouvrage de M. Willem
[44, Section 8.3] ainsi que les notes introductives de A. Burchard [10].

Avant de pouvoir symétriser des fonctions, nous devrons déterminer com-
ment il est possible de quantifier « la taille des ensembles de niveau » d’une
fonction positive définie sur RN et expliquer en quel sens les processus de
symétrisation préservent la taille de ces ensembles de niveau.

Nous étudierons ensuite le procédé de réarrangement symétrique décrois-
sant (ou symétrisation) et son comportement pour des fonctions continues
et différentiables ainsi que pour des fonctions positives dans L2(RY). Nous
verrons que la symétrisation de Schwarz préserve les normes L? des fonctions.

L’objectif principal du chapitre est d’étudier ce procédé dans 'espace de
Sobolev HY(RY) (voir la définition A.24) et de prouver 'inégalité de Pélya-
Szegé (théoreme 1.70) affirmant que la symétrisation de Schwarz diminue la
norme L? du gradient des fonctions de H'(RY).

En suivant "approche présentée par M. Willem dans [44, Section 8.3], nous
étudierons d’abord une autre procédure de symétrisation : la polarisation.
Nous prouverons l'inégalité de Polya-Szeg6 en approximant la symétrisation
par des polarisations, en un sens que 'on précisera dans la section L.5.

Cette démarche présente plusieurs intéréts.

« La polarisation est une procédure de symétrisation importante, notam-
ment dans ses applications a la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (voir [42]).

o Le résultat d’approximation de la symétrisation par des polarisations est
un résultat récent di a J. Van Schaftingen (voir [41]) mais sa preuve est

7



8 Chapitre I — Réarrangement symétrique décroissant

néanmoins assez courte et ne requiert pas trop d’outils techniques.

« Nous pourrons ainsi obtenir une preuve « auto-contenue » de I'inégalité de
Pélya-Szeg6 sans techniques de théorie géométrique de la mesure et sans
inégalités isopérimétriques. Pour en savoir plus sur les procédés de symé-
trisation et le contexte général de I'inégalité, nous renvoyons le lecteur a
[10].

Dans ce chapitre, nous utiliserons des notions de théorie de la mesure.
Les résultats dont nous aurons besoin sont par exemple présentés dans [26].

I.L1 Symétrisation de Schwarz des sous-ensembles
mesurables de RY

Définition I.1. La symétrisation de Schwarz d’un ensemble mesurable
A c RN est définie par

A* ={z eRN|[|z|NVol(B(0,1)) < Vol(A)}
ou Vol désigne la mesure de Lebesgue sur RV,

Remarque 1.2. D’apres la définition,
« si Vol(A) =0 alors A* est vide;

e si0<Vol(A) < +oo alors A* est la boule ouverte centrée en 0 et ayant le
méme volume que A;

o si Vol(A) = +oo alors A* est égal a RN,
Remarque 1.3. 11 est clair que si A et B sont deux sous-ensembles mesurables

de RN, alors
AcB= A"c B".

Notation I.4. On note F* la famille d’ensembles définie par
Fr={a}u{B(0,r)|r>0}u{R"}.

Remarque 1.5. Cette famille est composée des ensembles qui peuvent étre
obtenus par symétrisation. Elle vérifie les propriétés ci-dessous.

o Tous les ensembles de F* sont mesurables.
« Etant donnés deux ensembles A, B € F*, on a A C B si et seulement si
Vol(A) < Vol(B). De plus, on a

Vol(An B) = min(Vol(A), Vol(B)). (I1.1)
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o La famille F* est stable par union quelconque.

e Deux éléments distincts de F* ont des volumes distincts.

Proposition 1.6. Si A, B € RN sont deuz ensembles mesurables, alors
Vol(An B) < Vol(A* n BY).

Démonstration. Puisque les ensembles A* et B* appartiennent a F*, on a
Vol(A* n B*) = min(Vol(A*), Vol(B*)) = min(Vol(A), Vol(B))
d’apres I’égalité (I.1) et vu que la symétrisation préserve le volume. De plus,
Vol(An B) < Vol(A) et Vol(An B) < Vol(B).

Des lors,

Vol(An B) < min(Vol(A), Vol(B)) = Vol(A* n B*). O

Proposition 1.7. Si (A,).s1 € RN est une suite croissante d’ensembles
mesurables, alors

Uai-(Ua)

nz1 nx1

Démonstration. Rappelons tout d’abord que si (E,),s1 € RY est une suite
croissante d’ensembles mesurables, alors

Vol(U En) = sup Vol(E,). (1.2)

n1 nx1

Dans notre cas, (A,)ns1 et (A%)ns1 sont deux suites croissantes d’en-
sembles mesurables. Des lors, pour tout n > 1, on obtient

VOI(U A;) = sup Vol(A}) = sup Vol(4,,) = Vol (U An) = Vol ((U An)*)

nx1 n>1 n>1 nz1

ou on a utilisé I'égalité (1.2) avec (A, )ns1 et (Af)ns1 et le fait que la symé-
trisation préserve le volume.

Les ensembles (Un>1 A;) et (Un>1 An)* appartiennent a la famille F* car
les A} appartiennent a la famille F* et que celle-ci est stable par union. On
conclut car deux éléments distincts de F* ont des volumes distincts. O
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1.2 Mesures de I'image d’une fonction

1.2.1 Mesure push-forward et théoreme de changement de
variables

Définition I.8. Soit u : RV — [0, +00] une application mesurable positive

(notons que la valeur +oo est autorisée). La mesure push-forward A, de
la mesure de Lebesgue par u est définie par

Au(A) :=Vol(u™'(A)) pour Ac [0,+00] mesurable.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’'une mesure borélienne sur [0, +oo].

Remarque 1.9. Dans le cadre des probabilités, le terme associé a celui de
mesure push-forward est celui de loi d’une variable aléatoire.

Proposition 1.10. Deuz fonctions u,v : RN — [0, +o0] mesurables égales
presque partout engendrent la méme mesure push-forward.

Démonstration. Soit A € [0, +00] un ensemble mesurable. D’apres 'inclusion
u (AN v (A) e {z e RN |u(x) £ v(x)},

I'ensemble u=1(A) N v~1(A) est Lebesgue-négligeable. Il en est de méme pour

v (A)Nut(A). Donc u™t(A) et v=1(A) sont égaux a un ensemble négligeable

pres, d'otu A\ (A) = A\, (A). O

Rappelons ci-dessous la propriété fondamentale de la mesure push-forward.

Théoréme I.11 (Changement de variables). Si u : RN — [0,+00] et
f:]0,+00] = [0, +00] sont deuz fonctions mesurables alors on a

Jodw@de= [ ro

ot les intégrales sont prises au sens de Lebesgue et ou [’égalité est valable
y compris quand elles valent +oo.

Nous nous basons sur la preuve de [26, Proposition 8.1.1].
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Démonstration. Supposons d’abord que f = 14 est l'indicatrice d'un en-
semble mesurable A ¢ [0,+oc0]. Des lors, on a

/R La(u()) de = Vol(u™ (A)) = A(4) = [[O L L),

Par linéarité, on en déduit que cette égalité est vérifiée pour toute fonction
étagée positive. Puisque toute fonction mesurable positive est limite crois-
sante d’une suite de fonctions étagées positives (voir [26, Proposition 2.1.2]),
le résultat est également valable pour toute fonction mesurable positive f
d’apres le théoreme de convergence monotone. [

Remarque 1.12. Dans un contexte probabiliste, le théoreme précédent est
appelé « théoreme de transfert » ou « théoreme de transport » (car la mesure
push-forward a été « transportée » du domaine RV vers [0, +o0] par u).

1.2.2 Sur-ensembles de niveau, décomposition layer-cake
et fonction de distribution

Définition I.13. Soit u : RN — [0,+00] une fonction positive. Les sur-
ensembles de niveau de u sont définis par

{u>t}:={zeRY |u(z)>t}

pour un parametre t € R.

Remarque 1.14. Plusieurs propriétés peuvent étre exprimées en termes de
sur-ensembles de niveau.

o Une fonction positive u est déterminée par ses sur-ensembles de niveau
selon 1’égalité
u(z) =sup{teR|ze{u>t}}. (1.3)

Meéme si u est positive, il faut prendre le supremum pour ¢ appartenant a
R afin de traiter le cas des x tels que u(x) = 0 pour lesquels = n’appartient
a aucun ensemble {u >t} avec ¢ > 0.

« Une fonction positive est mesurable si et seulement si ses sur-ensembles
de niveau le sont aussi.

» Deux fonctions mesurables positives u et v sont égales presque partout si
et seulement si leurs sur-ensembles de niveau sont égaux a un ensemble
négligeable pres.
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Le sens direct de laffirmation est clair. Pour le sens réciproque, nous
pouvons réécrire 1’égalité (1.3) appliquée a u et a v comme

w(z) =sup{teQ|ze{u>t}}, wv(z)=sup{teQ|ze{v>t}}.

Donc u et v sont égales presque partout car une union dénombrable d’en-
sembles négligeables est négligeable.

o Une fonction positive est semi-continue inférieurement ! si et seulement
si ses sur-ensembles de niveau sont ouverts pour tout t € R.

Proposition 1.15 (Décomposition « layer-cake »). Si u: RN — [0, +o0]
est une application mesurable positive et si x € RN, alors l'application

[0, +00[ = [0,+00] : t 1{u>t}(x)
est mesurable et on a

= 1o dt.
u@)= [ Luen(@)

Démonstration. Pour tout t >0, on a

Liwsty () = Ljo,u() ()- (14)
On en déduit que I'application ¢ = 1y, () est mesurable puisqu’il s’agit

de l'indicatrice de l'intervalle [0,u(z)[ et que les intervalles sont mesurables.
En intégrant 1’égalité (1.4) sur [0, +oco], on obtient

L dt=[ 10w (t) dt = u(z). =
/[;),+oo] (usty () [0,00] [0,u(z)[(t) u(x)

Définition I.16. Soit u: RN — [0, +00] une application mesurable posi-
tive. La fonction de distribution de u est définie par

(1) = Ay (Jt, +00]) = Vol({u > t}) € [0, +o0]

pour tout ¢ € [0, +oo].

1. Rappelons qu'une fonction u : RV — R est dite semi-continue inférieurement en un
point z¢ € RY si et seulement si liminf, ., u(z) > u(wg). Elle est dite semi-continue
inférieurement sur RY si elle l’est en tout point de RY.
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Remarque 1.17. La terminologie « fonction de distribution » est employée
dans les textes parlant de la symétrisation (voir [44, 10]). Elle differe de la
terminologie des probabilités ou le terme « fonction de distribution » désigne
généralement I'application ¢ — P[X <t].

Proposition 1.18. L’application
fh [0, +00[ = [0, +00] : £ = p1q,(t)
est décroissante et mesurable.
Démonstration. Si 0< s <t < +oo, alors on a
{u>t} c{u>s}

d’ou
pu(t) = Vol({u > t}) < Vol({u > s}) = uu(s).

Pour la mesurabilité, on remarque que I'image réciproque d’un intervalle de
[0, +00] par p, est un intervalle, en particulier un sous-ensemble mesurable

de [0, +oo]. O

Définition I1.19. Une fonction positive u: RV — [0, +o0] est dite admis-
sible si elle est mesurable et si ses sur-ensembles de niveau strictement
positifs sont de mesure finie i.e. si pour tout ¢ > 0, on a p,(t) < +oo.

Proposition 1.20. Si deuzx fonctions admissibles u,v : RN — [0, +oo] ont
les mémes fonctions de distribution, alors leurs mesures push-forward A,
et A\, coincident sur ]0,+oo].

Afin de prouver la proposition précédente, nous utiliserons le résultat de théo-
rie de la mesure ci-dessous (voir [26, Corollaire 1.4.2] pour une preuve).

Proposition I.21 (Un critére d’unicité de mesures). Soient p et v deux
mesures sur un espace mesurable (X, A). On suppose qu’il existe une
classe C < A stable par intersections finies telle que la sigma-algébre
engendrée par C est égale a A et telle que u(A) = v(A) pour tout AeC.
S’il existe une suite croissante (X, )ns1 € C telle que X = Ups1 X, et telle
que u(X,) =v(X,) < +oo pour tout n > 1, alors p = v.
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Démonstration de la proposition 1.20. Posons C := {]t,+oo] |t > 0}.

Par hypothese, les mesures push-forward A\, et A, coincident sur C. La
sigma-algebre engendrée par C est égale a la sigma-algebre des boréliens
B(]0,+o0]).

De plus, la famille d’ensembles définie par (E,)ns1 := (]2, +oo[)n21 cC est
telle que U,s1 B, = ]0,+00] et on a A\, (E,) = A\, (E,) < +o00 pour tout n > 1.

Il en découle que A\, et A, sont égales sur B(]0,+o00]) d’apres le criteére
d’unicité de mesures précédent (proposition 1.21). O

Remarque 1.22. L’hypothése d’admissibilité est importante dans la proposi-
tion [.20. En effet, dans le cas N =1, les fonctions

1 siz<0
u(z) =2 et v(x) = ’
() () {2 six20

ont toutes les deux une fonction de distribution donnée par

+oo  Sit<2,
0 sit22.

pa(t) = (1) = {

Par contre, elles n’ont pas la méme mesure push-forward car
A({1}) =0 # +00 = A\, ({1}).

Remarque 1.23. Les mesures push-forward ne coincident en général pas sur
[0,+00] & cause du poids de 0. En effet, dans le cas N =1, les fonctions

Vla| siz20 0 six <0,
u(x) = v s%x ’ et  v(z):={+00 siz=0,
+oo siz=0 2/ 250

T six

ont la méme fonction de distribution mais leurs mesures push-forward ne
coincident pas sur [0, +o0]. En effet, si ¢t > 0, alors on a

1 2
u(x)>t<:>|$|<¥ et v(:v)>t<:>(:v>0et:v<;).

Dés lors, on a j,(t) = p1,(t) = 2 pour tout ¢ > 0. De plus, les mesures A, et
A, 1e sont pas égales sur [0, +oo] puisque A\, ({0}) =0 # +o0 = X\, ({0}).
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f 1 [ 1
1“>/J 1[>/I

i T

FIGURE 1.1 — Les fonctions u et v de la remarque 1.23 et deux sur-ensembles
de niveau.

1.2.3 Lien entre la mesure push-forward, la fonction de dis-
tribution et l'intégration
Proposition 1.24. Soit f : [0,+co[ - [0,+00] une fonction croissante,

de classe C' sur ]0,+oo[, continue sur [0,+oco[ et telle que f(0) = 0.
Puisque f est croissante, on peut étendre f a [0,+00] en posant

f(+00) = lim £(1)

ot la limite existe au sens large et appartient da [0, +oo].
Siu:RN - [0,+00] est une fonction admissible alors on a

AN f(u(z))dz = f]o,m]f(t)d)‘“(t) - ,/]0,+<x>[f,(8)’u“(s)ds’

ol ces intégrales sont comprises au sens de Lebesque. Le résultat est
valable y compris quand elles valent +oo.

Démonstration. D’apres 1'égalité f(0) = 0 et le théoreme de changement de
variables (théoreme 1.11), on a

fRN f(u(z))dz = f](),+oo] F(#) dAy(2).

Puisque f est de classe C! sur ]0, +oo[, continue sur [0, +oo[ et que f(0) =0,
on a pour tout ¢ € |0, +oo] I'égalité

f(6) = [] ) ds (15)

Puisque f est croissante, on a f’(s) > 0 pour tout s € [0, +oo[. En utilisant le
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théoreme de Fubini pour les fonctions positives, on conclut que

—/]0,+oo]f(t)d/\u(t)= A) m]( A) i f’(s)ds) A (1)
i f](),+oo[f'(3) (f]sm] 1d/\u(t)) ds
=A)’+m[f'(s))\u(]37+oo])d8
- TG ]

Remarque 1.25. L’hypothese de croissance sur la fonction f n’est pas essen-
tielle dans la proposition 1.24. Elle permet d’utiliser le théoreme de Fubini
pour les fonctions positives ce qui autorise f a prendre des valeurs infinies.

Corollaire 1.26 (Principe de Cavalieri). Si u : RN — [0, +00] est une
fonction mesurable positive, alors on a

d :f () dt.
[RNU . ]0+oo[/ll()

)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 1.24 avec f(t) = t. O]

1.3 Symétrisation des fonctions admissibles
1.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Théoréme 1.27. Soit u: RN - [0, +00]| une fonction admissible. 1l existe
une unique fonction positive u* dont les sur-ensembles de niveau sont
donnés pour tout t € R par {u* >t} ={u>t}*.

Démonstration. L'unicité se déduit du fait quune fonction positive est dé-
terminée par ses sur-ensembles de niveau.
Afin de prouver 'existence, on définit

u(x) = sup{t eR | ref{u> t}*},

cette écriture étant motivée par I'égalité (1.3).
Etant donné t € R, montrons que 1'égalité {u* >t} = {u > t}* est vérifiée.
Prouvons les deux inclusions séparément.
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e Six e {u* > t}, cest-a-dire si u*(x) > t, alors il existe s > t tel que
x appartient & {u > s}* par définition de u* en tant que supremum.
Des lors, x appartient a {u > t}* puisque Uinclusion {u > s} € {u > ¢}
implique que {u > s}* ¢ {u>t}*.

o D’apres la proposition .7, on a

s>t s>t

{u>t)* = (U{u > s})* = {u> s},

Size{u>s}*, alors u*(x) > s par définition de u* en tant que supremum,
donc u*(x) >t car s > t. Dés lors, on a {u>t}* ¢ {u* > t}. O

Définition I.28. La fonction u* du théoreme précédent est appelée
symétrisation (de Schwarz) de u.

Remarque 1.29. Les propriétés listées ci-dessous sont vérifiées.

o La symétrisation de Schwarz est compatible avec la symétrisation des
ensembles car, pour tout ensemble mesurable A€ RN ona 14 =(14)".

o La symétrisée u* est une fonction radiale décroissante, c’est-a-dire que
pour tout z,y € RV on a |z| < |y| = u*(x) > u*(y).
En particulier u est radiale, c’est-a-dire que pour tout z,y € RV, on a
2] = [yl = w* () = u* (y).

» Deux fonctions égales presque partout ont la méme symétrisée de Schwarz.

Proposition 1.30. Siu: RN - [0,+00] est une fonction admissible alors
sa symétrisée de Schwarz u* est semi-continue inférieurement et pour
tout t >0, on a pu,(t) = py=(t).

Démonstration. Par définition de u*, {u* >t} est égal & {u > t}* qui est une
boule ouverte. Les sur-ensembles de niveau de u* sont donc ouverts et u* est
semi-continue inférieurement. De plus, on a

o (t) = Vol({u > t}) = Vol({u > t}*) = Vol({u* > t}) = . (t). O
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Proposition 1.31. Soient u : RV — [0,+00] et f : [0,+00] = [0,+00]
deuzr fonctions mesurables. Si on suppose que f(0) = 0 ou que u est
strictement positive, alors on a

fRN flu(z))dx = /};N Flu (2)) da

Démonstration. La proposition 1.30 implique que les fonctions u et u* ont
la méme fonction de distribution. D’apres la proposition 1.20, leurs mesures
push-forward A, et A« coincident sur ]0,+oco]. En utilisant le théoréme de
changement de variables (théoréme 1.11), on obtient

Jou Sz = [

car f(0)=0ouu>0 et u*>0. O

TONO= [ f@an = [ @) de

)

Remarque 1.32. L’hypotheése « f(0) = 0 » est nécessaire dans la proposition
précédente. En effet, si u et v sont les fonctions de la remarque 1.23, alors les
fonctions u et v* sont égales mais pour f(t) =10 () on a

/RN f(u(x))dr=0#+o0 = ./RN f(v(x))de.

1.3.2 Pseudo-inverse de i,

Définition 1.33. Si u : RV — [0,+00] est une application mesurable
positive, le pseudo-inverse de sa fonction de distribution u, est défini
pour tout s > 0 par

pit(s) := sup{t € R | ju, (t) > s}.

La proposition suivante permet d’exprimer la symétrisée d'une fonction
u a partir du pseudo-inverse de sa fonction de distribution.

Proposition 1.34. Si u : RV — [0,+00] est une application admissible,

alors on a
w () = it (Vol(B(0, 1)) al).

Démonstration. Pour tout x € RN et tout ¢ € R, on a

ve{ut >t} <= u,(t) > Vol(B(0,1))]x|N
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puisque 1, (t) = Vol({u* > t}) et que {u* >t} appartient & F*. Des lors,

w(z) = sup{t eR ‘ v e{u> t}*}
=sup{t € R | 1 () > Vol(B(0,1))}a|"}
= i (Vol(B(0,1))|z[Y). -

1.3.3 Symétrisation des fonctions L? positives

Notation 1.35 (Fonctions L?(RY) positives). Notons

L2(RN) := {u e L*(RY) | u est positive}.

Proposition 1.36 (Conservation des normes L?). Soit v € L2(RY). La
fonction u* appartient a L2(RN) et on a |u*|zz = |u 2.

Remarque 1.37. D’apres la remarque .29, deux fonctions égales presque par-
tout ont la méme symétrisée de Schwarz. La symétrisation est donc bien
définie sur L2.

Démonstration. 11 est clair que les fonctions symétrisées sont positives. Pour
prouver 1'égalité des normes L2, il suffit d’appliquer la proposition .31 a la
fonction f(t) :=t? (étendue par f(+o00) = +00). O

Le théoréme ci-dessous affirme que la symétrisation de Schwarz augmente
le produit scalaire L? entre les fonctions de L2 (RY).

Théoréme 1.38 (Hardy-Littlewood). Soient u,v € L2(RY). Alors, on a

[on@pars [ u @) ar

Démonstration. Soit x € RNV. D’apres la décomposition « layer-cake » (voir la
proposition 1.15), on a

u(z)o(z) = ( [ 1{u>5}(x)ds) ( [ 1{v>t}(x)dt).
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Des lors, on obtient

./I;N uw(z)v(z)der = fRN (/(Too Liussy () ds) (f0+oo Loty () dt) dx
= [0+°° _/Om (fRN 1{u>s}n{v>t}(x)d:v) dsdt

- fom fom Vol({u> s} n {v>t})dsdt (L6)

par le théoreme de Fubini pour les fonctions positives. De méme, on a

[ @ @) de - fom f0+°° Vol({u* > s} n {v* > £})dsdt.  (L7)
Par définition de la symétrisation, les égalités
{u*>s}={u>s}* et {v' >t} ={v>t}*
sont satisfaites pour tout s,t > 0. D’apres la proposition 1.6, on obtient
Vol({u > s} n{v>t}) < Vol({u* > s} n{v*>t}). (1.8)

L’inégalité de Hardy-Littlewood se déduit des égalités (1.6) et (1.7) et de
I'inégalité (1.8). O

De ce qui précede, nous pouvons déduire que la symétrisation de Schwarz
diminue la distance L? entre les fonctions de L2 (RY).

Proposition 1.39. Si u,v e L2(RY), alors on a

Ju” =" g2 < Ju=v L2

En particulier, la symétrisation de Schwarz est une application continue
de L2(RN) dans lui-méme.

Démonstration. Soient u,v € L2(RY). Par la conservation des normes L? et
I'inégalité de Hardy-Littlewood, on obtient

Ju” = v = w2 + 0" 72 = 2 (u*[0") 1
= JulZs + [vl72 =2 (u0") 2
<ullZe + o)z = 2 (ufv) 2

= Jlu=v]Z.. O
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1.3.4 Symétrisation et régularité

Proposition 1.40. Si u : RN — [0, +00[ est une fonction continue, ad-
missible, alors u* : RN — [0, +00] est continue.

Remarque 1.41. Dans cet énoncé, la continuité de u* est a comprendre au
sens de [0,+00] (avec la notion de convergence vers 'infini). La fonction u*
peut prendre des valeurs infinies méme si ce n’est pas le cas de u, par exemple
si u n’est pas bornée alors u*(0) = +oo.

Démonstration. Considérons I'image de u, donnée par
I:={u(x)|zeR"}.

Puisque u est continue, I est un intervalle de [0, +oo[. L’infimum de I vaut
0. En effet sinon il existerait € > 0 tel que u(x) > & pour tout x € RY, ce qui
est impossible car u est admissible.

Montrons tout d’abord que 'application

fy 2 [0, +00[ = [0, +0o[ : t = g, ()

est strictement décroissante sur I. Soient x1,x9 € RV tels que u(z) < u(xz).
On veut montrer que g, (u(x1)) > p,(u(z2)). La fonction

[0,1] = [0,+00[ : s > u((1 = 8)zy + s22)

est continue et est telle que u(0) = u(xzy) et u(1) = u(x,).

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel s pour lequel
u((1-s)zy + s22) = w Par continuité de u en pg := (1 - s)x1 + sza,
il existe 0 > 0 tel que pour tout x € B(p,d), on a u(x;) <u(x) < u(wz). Des

lors, B(ps,d) €{u>x1} et B(ps,d) n{u>x2} =@. Donc, on a

pu(u(zy)) = Vol({u > x1}) > Vol(B(ps,9)) + Vol({u > o }) > py(u(x2)).

D’apres ce qui précede, pu,, est strictement décroissante sur 1.

On considere pf, le pseudo-inverse de ju,,. La stricte décroissance de
implique que u# est continue de [0, +o0] dans [0, +o0]. D’apres la proposition
[.34, on a

uw*(x) = p (Vol(B(0,1))lz")

pour tout z € RY et on en déduit que u* est continue de RV dans [0, +o0]. [

L’exemple suivant montre que la symétrisation ne préserve pas la régula-
rité C* pour k > 1.
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Ezemple 1.42. Placons-nous en dimension N = 1. Soit u(x) = e**=*". Cette
fonction est de classe C* sur R. Nous verrons qu’elle est admissible. En effet,
nous allons déterminer explicitement sa fonction de distribution p, et nous
constaterons que i, (t) < +oo pour tout ¢ > 0. De plus, nous montrerons que
la symétrisée u* de u n’est pas dérivable en x = -1 et en x = 1.

Soient t >0 et z € R. On a les équivalences suivantes :

1‘2 —1‘4

e >t <= 22-2'>1n(t)

= ' -2 +In(t) <0. (1.9)
Considérons 'inéquation du second degré X2 — X +1In(t) < 0 et son discrimi-
nant A =1-41In(t).
 Siln(t) > § (c’est-a-dire si t > e1), alors a® —a + In(¢) > 0 pour tout a € R
et 'inéquation (1.9) n’a aucune solution.

« Sinon, I'inéquation (1.9) est satisfaite si et seulement si

xze]l—ﬂ 1+¢Zl'

2 2
Des lors,

» si0<In(t) < 1 (cest-a-diresi 1 <t < e1), alors ensemble des solutions

del’ 1nequat10n (1.9) est donné par
\/ 1-VA \/ 1+VA[
2 2 '

e

= siln(t) < 0 (c’est-a-dire si ¢ < 1), 'ensemble des solutions de I'inégalité
est donné par
] \/ 1+vVA \/ 1+vVA
2 2 .

Ainsi, la fonction de distribution p, est donnée par

sit=0,

\/2 (1+/1-4In(t)) si0<t<l,
\/2 (1+VI-4In(8) -\/2- (1 - /T-4In(t)) sil<i<el,

81e4 <t.

fu(t) =

D’apres cette expression, ., est une bijection strictement décroissante entre
]0,61/4[ et ]0,+o0[. De plus, cette fonction n’est pas dérivable en t = 1.
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Dés lors, uif (qui est donnée sur ]0,+oo[ par la fonction réciproque de
[t,) West pas dérivable en j,(1) = 2. On en déduit que u*(x) = pif (2]z]) (car
Vol[-1,1] = 2) n’est dérivable ni en x = -1 ni en x =1 (voir la figure 1.2).

Par conséquent, la fonction symétrisée u* est continue mais pas dérivable
sur son domaine. On observe ainsi un phénomene de perte de régularité
puisque u est de classe C* sur R.

u

-2 -1 1 2 ||

FI1GURE 1.2 — Non-régularité de la symétrisée de Schwarz.

1.4 Polarisations
1.4.1 Réflexions orthogonales

Proposition 1.43 (Réflexions orthogonales). Considérons [’hyperplan
affin de RN défini par 1 = {x e RN | x-& =1t} ou £ € S(0,1), t € R et
- désigne le produit scalaire usuel sur RN,

Tout x € RN s’éerit de facon unique comme x = p+ s€ ou p € I et
s € R. Ezxplicitement, s est donné par s =x-& —t.

La réflexion orthogonale par rapport a Il est ’application o envoyant
p+ s€E sur p—s& pour tout p e Il et s € R. Alors oy est une application
affine et pour tout x € RN, on a

on(z) =z -2(x-&-t)¢.
Démonstration. Etant donnés z € RN et s €R, on a
r-8Eell > (r-88)-E=t «— x-E-s=t < s=ux-{—1

d’ou

on(z) = (2~ (z-£-1)€) - (x-E-1)E =2 - 2(a-E - 1)E. O
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Définition 1.44. Un demi-espace affin fermé de RN est un ensemble de
la forme

H={zxeR"|a x<b}
ounaeS(0,1) et beR.
Remarque 1.45. Le bord de H est 'hyperplan affin donné par
OH ={zeRN|a-z =0}

Notation 1.46. Nous noterons H, l’ensemble des demi-espaces affins
fermés de RV qui contiennent 0.

1.4.2 Définition et premieres propriétés des polarisations

Définition 1.47. Soit H un demi-espace affin fermé. La polarisation par
rapport @ H d’une fonction u : RV — R est définie par

Hir) max{u(w),u(aaH(:p))} sixeH,
u’(x) =
min{u(z),u(oam(z))} sizeRN\H.
Remarque 1.48. Contrairement a la symétrisation de Schwarz, il n’y a pas

besoin d’hypothése de positivité sur la fonction v pour définir la polarisation
par rapport a un demi-espace affin fermé.

Notation I.49. Soient un naturel £ > 1, des demi-espaces affins fermés
H,,---, H;, et une fonction v : RY — R. On notera u1Hx 1a fonction ob-
tenue a partir de u en polarisant successivement par rapport a Hq, -, Hy.

Remarque 1.50. En général, ufiHr n’est pas égal a uflxHi Ceci est lié a
la non-commutativité des réflexions orthogonales. On se place dans R? et on
considere deux demi-espaces affins fermés définis par

Hl = {(.Tl,SCQ) € R2 | X9 2 .1'1}, Hg = {(.%'1,.%2) € R2 ‘ T9 < O}
On considere la fonction u(z) = 1(,1);. Alors, on a

u™ (z) = Ly, w2 () =u™(2) = Ly, wB(2) = Ly
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Définition I.51. Soient H un demi-espace affin fermé et A ¢ RV un
ensemble. La polarisation de A par rapport a H est I'unique ensemble

AH tel que 1yu = (1A)H.

Les polarisations vérifient les propriétés suivantes.
o Sila fonction u : RV — R est mesurable, alors uff 1’est également.

e Silensemble A ¢ RY est mesurable, alors I'ensemble A est également
mesurable et a le méme volume que A.

o Les sur-ensembles de niveau de u*’ sont donnés par
{uf? >t} = {u>t}?

pour tout ¢ > 0. En particulier, si u est une fonction mesurable positive,
alors les fonctions u et u¥ ont la méme fonction de distribution.

o Siwu est admissible, alors (u?)* = u* (d’apres les deux points précédents).
Si de plus H € Hy, alors (u*)H = u* (car u* est radialement décroissante).

e Si u appartient a L*°(RY), alors uff appartient également a L>(RV) et
on a |ufe = [u]e.

Prouvons tout d’abord deux inégalités élémentaires.

Proposition 1.52 (Inégalité de réarrangement a deux variables). Si
a,b,c,d sont quatre réels tels que a <b et c < d, alors on a

ad + bc < ac + bd.

1l y a égalité si et seulement si a=b ou c =d.

Remarque 1.53. Bien que l'inégalité précédente soit fréquemment appelée
« inégalité de réarrangement », il ne s’agit pas de réarrangement au sens
de ce chapitre mais au sens de I'ordre des nombres réels.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

(ac+bd) - (ad+bc) = (b-a)(d-c) 2 0. O
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Proposition 1.54. Si a,b,c,d sont quatre réels tels que a < b et ¢ < d,
alors on a

(b-d)?*+(a-c)*<(a-d)*+(b-c)*

1l y a égalité si et seulement si a =b ou c =d.

Démonstration. En développant les carrés parfaits et en regroupant les termes,
I'inégalité se réécrit ad + bc < ac + bd. On conclut d’apres I'inégalité de réar-
rangement a deux variables (voir la proposition 1.52). [

Tout comme pour la symétrisation de Schwarz (voir les propositions .36
et 1.39), la polarisation préserve les normes L? et diminue les distances L2
entre les éléments de LZ(RV).

Proposition I.55 (Polarisations dans L2(RV)). Soient H un demi-espace
affin fermé de RN et u,v e L2(RN). Alors les fonctions ufl et vH appar-
tiennent a L>(RN) et on a

[l = lulre, o =02 < Ju-v]e.
En particulier, pour tout demi-espace affin fermé H, application
L*(RY) = L2(RN) tu v
est continue.

Démonstration. Pour tout x € H, on a

u(@)? + u(oon (2))? = (u ()" + (v (0on (x)))’

En effet,
o soit uf(x) = u(z) et u (oo (x)) = u(oou(x));
o soit uf (z) = u(oar(x)) et u(oou(x)) = u(x).

Des lors, on a

[RN u(z)?dx = fH(u(ﬂf)2 + U(Ué)H(-CE))Z) dx
- [ (@) + (o (@) ) o
= [RN(UH(x))de.

On en déduit que |u?|zz = |ul 2.
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A présent, montrons que pour tout x € H, on a

(u () = 0" ()" + (v (0on (2)) = 0" (con (2)))’

<(u(@) = o))" + (u(oon (2)) = v(oan (2)))". (1.10)

Distinguons quatre cas.
o Siuf(osn(x)) =u(osu(x)) <ul(x)=uf(x) :

» Si v (ogp(x)) = v(opu(x)) < v(z) = vH(x), il y a égalité dans I'in-
égalité (L.10).

» Si v (opg(2)) = v(x) < v(osu(x)) = v (x), on applique I'inégalité
(I.54) avec a = u(opy(z)), b=u(z), c=v(z) et d=v(oau(x)).

o Siufl(ogu(x))=u(z) <u(ogr(x)) =ul(z) :

w Si v (o9 (x)) = v(oau(x)) < v(x) = v (x), on applique I'inégalité
(I.54) avec a = u(x), b=u(osn(z)), c =v(oau(x)) et d = v(x).

» Si v (ogp(x)) = v(x) < v(opr(x)) = v (x), il y a égalité dans l'in-
égalité (1.10).

Finalement, on obtient
Ju = v L2 < Ju = v] 2

en intégrant I'inégalité (1.10) sur H. O

Une propriété importante des polarisations est de diminuer le module de
continuité.

Proposition 1.56. Si une fonction u: RN — R est uniformément conti-
nue, alors la fonction u : RN — R [’est également et pour tout réel
§€]0,+00[, on a

wuH((;) < wu(é),

ot le module de continuité de u est donné par

wy(0) = sup{|u(z) —u(y)| | z,y e RY, |z - y| < 6}
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Prouvons d’abord une inégalité élémentaire.

Lemme 1.57. Si a,b,c,d sont quatre nombres réels, alors on a
|max(a,b) - max(c,d)| < max(la - ¢/, |b—d]).
De méme, on a
| min(a, b) - min(c, d)| < max(la - ¢/, |b—d|).
Démonstration du lemme 1.57. Puisque
a=c+(a-c), b=d+(b-d), c=a+(c-a), d=b+(d-b),

on a

min(ec, d) -max(|a —c|,|b—-d|) < a <max(c,d) + max(|a —c|,|b-d|),
min(e, d) - max(|a —c|,|b—d|) <b<max(c,d) + max(|a - c|,[b-d)),
min(a,b) - max(|a - ¢, |b-d|) < ¢ < max(a,b) + max(|a - c|,|b - d|),

min(a,b) - max(la - c|,|b-d]) < d < max(a,b) + max(|a - |, |b—d|).

On en déduit que

max(a,b) < max(c,d) + max(|la —¢|,|b-d|),

max(c,d) < max(a,b) + max(|a - ¢/, |b—d|)

et

min(c,d) - max(|a - |, |b - d|) < min(a,b),

min(a,b) — max(|a - c|,|b - d|) < min(c, d)

ce qui conclut. O

Nous aurons également besoin d’'un lemme géométrique.

Lemme 1.58. Soit H un demi-espace affin fermé de RN et x € H. Alors
pour tout y e RN N H, on a

|z = oam(y)| < |z = yl.
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Démonstration du lemme [.58. Quitte a effectuer une translation et une ro-
tation des variables, on peut supposer que H est donné par

H={(z1,2') |71 >0,2" e RN}
On a z; >0 et y; <0 car x appartient & H et y appartient & RN\ H. On écrit
y=(y1,y") avec y; € R et y' € RVN-1. Puisque ogy(y) = (-y1,y’), on a
| = oon(y)I* = (21 +y1)* + (2" - y')?,
=yl = (21 -y0)* + (2" - y)*
Des lors, I'inégalité
|z = oon(y)| < |z -yl
est équivalente a 1'inégalité
(71 + 91)2 < (21 - yl)z'

Cette derniere inégalité se réécrit comme 41y, < 0. Elle est vérifiée puisque
y1 £0et z; 20. O

On peut maintenant passer a la preuve de la proposition 1.56.
Démonstration de la proposition 1.56. Soient 0 € |0, +oo[ et z,y € RV tels que
|z — y| < 4. On distingue deux cas.

e Siz,ye Housix,yeRN\ H alors le lemme 1.57 implique que
[ () = u" (y)] < max([u(z) - u(y)|, [u(oon (@) = u(oon(y))])-
On en déduit que
ut () = u (y)] < wu(9)
puisque
loon(z) = oom (y)| = |z - y| <6,
et par définition du module de continuité.
e Sinon, quitte & échanger les roles de z et y, on a z € H et y e RN \ H.
Dans ce cas, le lemme [.58 implique que
|2 = oon(y)| = loon (x) -yl <loon(x) — oon(y)| = |z —y| < 4.
Il s’ensuit que
[u" () = u" (y)| < max([u(z) - w(oan ()] [u(oon (2)) ~uly)l;
lu(z) = u(y); [u(oon (x)) — u(aan(y))])
<wy(0)
par définition du module de continuité.

Dans les deux cas, on a montré que

wut (8) = sup [u(2) - u" ()] < wa (). =

lz—yl<d
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1.4.3 Polarisations dans I’espace H'!(RY)

Théoréme 1.59 (Gradient d’une polarisation sur H'(RY)). Soient H
un demi-espace affin fermé de RN et uw € H'(RN) une fonction. Alors u
appartient ¢ H'(RN) et son gradient Vuf est donné par

Liusuoosy ynint VU + 1{u<uoaaH}mintHv(u °09H)
+ 1{u>u003H}\Hv(u ° O-QH) + 1{u<uoo’aH}\Hvu~ (111)

De plus, on a Uégalité |Vu? |2 = |[Vu|rz.

Avant de prouver ce théoreme, rappelons le résultat d’intégration suivant
(voir [9, Theorem 4.9]).

Proposition 1.60. Soient Q un ouvert non vide de RN, une suite de
fonctions (fn)ns1 € LP(Q) et une fonction f € LP(2). Si (fn)ns1 converge
vers f dans LP(S2), alors il existe une sous-suite (fu,)is1 S (fn)ns1 et
une fonction h € LP(Q)) telles que :

e la suite (fy, )ks1 converge presque partout vers f sur € ;

e pour tout k> 1, on a|f,, ()| <|h(x)| presque partout sur ).

Démonstration du théoréme 1.59. Soit uw e H'(RY). Quitte a faire une trans-
lation et un changement de variables linéaire (cette étape est justifiée pour les
dérivées faibles d’apres les propositions A.23 et A.34), on peut supposer que
H est donné par H = {z € RV | 21 > 0}. Dans le reste de la preuve, on décom-
posera les vecteurs x € RN en x = (z1,2’) on z1 € Ret 2’ = (29,...,2y5) e RN-L.
La réflexion orthogonale oy est donnée par ogy(z1,2') = (—x1,2"). Afin
d’utiliser des notations plus suggestives, on note

{21 >0} :=int H = {(z1,2") | 21 > 0,2 e RN 71},

de méme pour {x; >0} := H et {x; =0} := 0H.

On pose v(zy1,2') == u(-zy,2'). Etant donnés 1 <i < N et p € C(RY), on
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veut montrer que
A ()0, d =—[ 0; d
St @ap@yde== [ du(r)e(r)de

- o;v(x)p(x)dx
/{\u<v}ﬂ{ml>0} ( )(,0( )

- o;v(x)p(x)dx
[{M}WO} (2)¢(x)

- O;u(x)p(z) dx. 1.12
[{M}ﬁ{m} (2)¢(x) (L12)

La définition des polarisations fait intervenir des définitions « par morceaux ».

o Sur {z; >0}, la définition de u! contient un maximum :

uH () = {u(x) si u(z) > u(osu(x)),

u(ogg(x)) siu(x) <u(ogy(x)).

La proposition A.33 concerne les dérivées faibles du maximum de deux
fonctions et permet donc de traiter cet aspect. Remarquons que cette
définition par morceaux ne dépend que des valeurs de u(x).

 La polarisation est définie par morceaux sur {x; >0} et {z; <0} :

uf(z) = {max{u(x),u(gaH(x))} siz; >0,

min{u(x),u(aaH(x))} si x1 <0.

Cette fois, la définition par morceaux dépend explicitement de x et pas
uniquement des valeurs prises par w.

Il faut s’assurer qu’il n'y a pas de problémes au bord de {x; > 0}. Notre
stratégie consiste a distinguer les cas « loin de {x; = 0} » et « pres de
{x1 =0} » en utilisant un argument de troncature.

Pour une raison technique, nous supposons dans un premier temps que u est
continue a support compact dans RY. Nous étendons ensuite 1’égalité (1.12)
a toutes les fonctions de H'(RY) par densité.

Ainsi, supposons pour l'instant que u est une fonction continue a sup-
port compact. Dans ce cas, les fonctions v et uf sont également continues
a support compact (voir la proposition .56 concernant la polarisation des
fonctions continues).

> Etape 1 Introduction d’une suite de partitions de ’unité
Soit 1 € C°(R) une fonction nulle sur ]—oo, 1], strictement croissante sur [1, 2]
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et valant 1 sur [2,+oo[ (une telle fonction existe d’apres la proposition A.3).
Considérons la fonction

0(x1) =1 -v(x1) - Y (=21).

Cette fonction est de classe C*(R), s’annule sur R~ [-2,2], vaut 1 sur [-1,1]
et est telle que 0 < 6 < 1. Finalement, définissons pour tout n > 1

gn(xlax,) = ¢(nx1)a E;L(xlwrl) = ¢(—n$1)> en(xlwxl) = e(nxl)
Pour tout n> 1, on a 1=§n+§n+en.

> Etape 2 Probléme loin de I’hyperplan {z; = 0}
Soit n > 1. Puisque le support de &, est inclus dans {z; >0}, on a

fRN uf (2)0;(&n(2) () da = '/{ " max(u(z),v(2))0;(& (2)p(x)) dz.

1

Vu que les fonctions u et v appartiennent a H!(RV), leurs restrictions a
{z1 >0} appartiennent & H'({z; >0}). D’apres la proposition A.33, la fonc-
tion max(u,v) appartient & H!({x1 >0}) et pour tout 1 <i< N, on a

ai(max(u, U)) = 1{u2v}ﬁ{$1>0}a’iu + 1{u<v}m{:c1>0}aiv

sur {z1 > 0}. Puisque &, appartient a C({z1 > 0}), on obtient

/{z1>0} max(u(x), v(2))0i(&n(x) e () dz
“ Sty 21D @) do - [ Ouv(w)6n()ple) d.

{u<v}n{z1>0}

Nous avons donc montré que

fRN u ()0 (&n () p(x)) da
o R OO EOTE D () (2)p(w) do

{u<v}n{z1>0}

La suite (&,)n>1 converge ponctuellement vers 1 sur {z; > 0} et est telle que
0 <&, <1 pour tout n > 1. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a

LN u ()0, (6n(2)p(x)) da
- du(z)p(r)dr - f O (x)p(z)dz. (1.13)

n—00 {uzv}in{z1>0} {u<v}in{z1>0}
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De fagon semblable, on montre que

e 3iu($)s0(x)dx—[

n—oo {uzv}n{z1<0} {u<v}n{z1<0

: Oiv(z)p(x)de. (1.14)

> Etape 3 Probléme prés de ’hyperplan {z; = 0}
Considérons maintenant l'intégrale

/,;N u (2)0,(0n(x)p(x)) da.

En dérivant le produit, nous obtenons 0;(6,¢) = (9:6,)¢ + 0,(0;¢). Puisque
0<0, <1, que ¢ est a support compact et que (6,),51 converge ponctuelle-
ment vers 0 sur RY \ {z; = 0}, le théoreme de convergence dominée implique
que

fN u (2)0,(z) Oyp(z) dv — 0. (I.15)
R n—oo
A présent, montrons que

fRN u (z)p(x) 8;0,(z) dz —=0

Sii# 1, la fonction 0;60,, est nulle car #,, ne dépend que de ;. Il reste donc a
montrer que

n[N [ uw (z1,2") (21, 2")0 (nw1) doy dz’ — 0.
R -1 R n—>oo

En posant y := nzy, on obtient

n/;N_l /I; uH(Ilﬂx,)Qp(xl;x,)e,(NIl)dxl dz’
:f . f u (y/n,2")o(y/n, x")0' (y) dy da’.
RN-1 [_2’2]

Puisque la fonction u est continue & support compact, uff lest également
(voir la proposition 1.56), d’ou ?

u'(y/n,2")e(y/n,a") —— u'(0,2")p(0,2")

2. Remarquons que la continuité de u!? est importante dans ce passage a la limite. Ceci
explique pourquoi nous supposons que u est continue a support compact dans la premiere
partie de la preuve.
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pour tout y € [-2,2] et tout =’ € RN-1. D’apres le résultat de convergence
ponctuelle précédent et puisque la fonction ¢ est continue a support compact,
le théoreme de convergence dominée implique que

f ) f u (y/n, 2" )p(y/n,2")0' (y) dy da’

RN-1 J[-2,2]

e [ 0. () dy
RN-1 J[-2,2]

n—oo

Or, on a
70,2 ¢(0,2")0' (y) dy da’
Jovs Sy 202200200 () dy e
= f u(0,2")p(0,2") (f 0'(y) dy) dz’
RN-1 [-2,2]

et cette derniere intégrale est nulle puisque 6(2) - 6(-2) = 0.
Ainsi, nous avons montré que

fR (@) ()06, () de —— 0 (1.16)
pour tout 1< < N. D’apres (1.15) et (1.16), on obtient
[ u"(2)2,(0n(x) p()) dx —— 0. (L17)
R n—oo

> Etape 4 Synthése des deux étapes précédentes
En réunissant (I.13), (I.14) et (I.17), nous obtenons

fR T (@)0((6a(2) + E() + 0,(2))o(a) )
- Oiu(x)p(z) dx - [ div(z)p(z) da

n—o0 {uzv}n{z1>0} {u<v}n{z1>0}

- O(x)e(x dx—/ Oiu(x)p(r)de.
/{‘“>U}ﬂ{ml<0} ( )(p( ) {u<v}n{z1<0} ( )()0( )

Puisque &,(z) + &,(x) + 6,(x) = 1, nous avons prouvé I'égalité (1.12) lorsque
u est continue a support compact.

> Etape 5 Prolongement par densité

Nous devons maintenant étendre le résultat a H'(RY). Soit u € H'(RYN).
Puisque C(RY) est dense dans H!(RY) (voir la proposition A.37), il existe
une suite (u,)ns1 € CE(RY) telle que

Uy —> U et O, — Qu (i=1,...,N).
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Grace a la proposition .60, nous pouvons supposer, quitte a passer a une
sous-suite, que la suite (u,),>1 converge presque partout vers u et qu'il existe
une fonction h € L2(RY) telle que |u,| < h et |0;u,| < h pour tout 1 <i < N
presque partout.

On pose vy, := u, 00sy. Quitte & remplacer h par max(h, hoogy), on peut
supposer que |v,| < h presque partout. De plus, la suite (v,),51 converge vers
vi=uoogy dans L2(RV).

Par continuité des polarisations sur L2(RY) (voir la proposition 1.55), la
suite (ull),s1 converge vers ufl dans L2(R"™). De plus, vu que les fonctions
u,, sont continues a support compact, nous savons d’apres I'étape 4 que d;ul
est égal a

(1{un>vn}ﬂ{z1>0} + 1{un<vn}ﬂ{ax1<0})aiun + (1{un<v"}ﬁ{$1>0} + 1{u">vn}ﬁ{a:1<0})aivn'
(1.18)

On en déduit la majoration
|0;ull| < 4h. (1.19)
D’apres l'expression (1.18), la suite (Q;ull),s1 converge presque partout vers

w = (Lusvynfer>0) + Lucoyn{er<0y) 05t + (Liucoynfer>0y + Liusvn{ai<o} ) 0iv-
La majoration (I1.19) et le théoreme de convergence dominée impliquent que
la suite (Q;ull),s1 converge vers w dans L2.

En résumé, la suite (ufl),51 converge vers ufl dans L? et la suite (O;ull),51
converge vers w dans L2. En particulier, ces deux convergences ont lieu au
sens des distributions. Par conséquent, w est la dérivée faible de uf selon i
(voir le lemme A.27).

> FEtape 6 Conclusion
Pour tout x; >0 et tout 2’ € RN-1 on a

[Vul (z1, ") +|Vull (~21,2"))? = |[Vu(zy, ") ]2 + | Vu(-z1, 2") [
En intégrant cette égalité pour x; € ]0,+o00[ et 2/ € RN-1  on conclut que

[vat] g2 = [Vl 2. O

Remarque 1.61. D’apres la proposition A.33, les fonctions 1{y-yoe,, VU et
Lfuuooyy) V(U 0 0pr) sont égales presque partout. Ainsi, le gradient de uf?
peut (par exemple) se réécrire comme

1{u>uooaH}ﬂintHvu + 1{u<uoaaH}ﬁintHv(u ° UaH)
+1{u>uoaaH}\Hv(u o UaH) + 1{u<uogaH}\Hvu~

Par contre, on ne peut pas utiliser des inégalités strictes dans toutes les
indicatrices. En effet, si u = u o osy (c’est-a-dire si u est symétrique par
rapport a 0H ), alors les fonctions 1iysyor, ) €t Liucuooy, ) sont nulles presque
partout.
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1.5 Approximation de la symétrisation par une
suite de polarisations

L’objet de cette section consiste a prouver le résultat ? suivant.

Théoréme 1.62 (J. Van Schaftingen 2009). Soit une suite (Hy,)ns1 de
demi-espaces affins fermés définie pour tout n > 1 par

H,={xeR" |a, v<b,}

ot les suites (an)ns1 € S(0,1) et (by)ns1 € ]0,+00[ sont telles que l’en-
semble {(an,b,) | n > 1} est dense dans S(0,1) x ]0, +oo[.
Soit uw € L2(RN). Alors la suite de fonctions (u,)nso définie par ré-

currence par :
U = U,
H1-~~Hn+1

Up+1 = Un
converge vers u* dans L?(RY).
Remarque 1.63. Par construction, w, s’obtient en appliquant @ polarisa-
tions a ug. Notons qu’on polarise n+1—i fois par H; pour obtenir u,,. De plus,

remarquons que les polarisations a appliquer sont explicites et indépendantes
de la fonction wu.

Définition 1.64 (Hyperplan médiateur). Soient x et y deux points dis-
tincts de RYN. L hyperplan médiateur du segment [x,y] est 'hyperplan
affin orthogonal a ce segment et passant par le milieu de celui-ci.

Remarque 1.65. Etant donnés un demi-espace affin fermé H et un point z €
RN I'hyperplan OH est 'hyperplan médiateur du segment [z, 05y ()]

Lemme 1.66 (Demi-espace associé a I'hyperplan médiateur). Soient x et
y deux points distincts de RN. Soit H le demi-espace affin fermé délimité
par Uhyperplan médiateur du segment [x,y] et contenant x, alors :

o 0 appartient a H si et seulement si |x| < |y| ;

3. Ce résultat peut-étre formulé pour LY et pas uniquement pour L2. Le lecteur pourra
consulter avec intérét 'article original [41] de Jean Van Schaftingen. Nous suivons ici la
présentation du livre de Michel Willem [44].
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e 0 appartient a int H si et seulement si |x| < |yl ;

e 0 appartient a OH si et seulement si |z| = |y|.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
H={peR"|(p-*3) (z-y)>0},

intH:{peRN|(p—%)-(a:—y)>0},
OH ={peRY|(p-52) (z-y)=0}. O

Lemme 1.67. Soient u e L2(RN) et H € Hy. On pose g(z) = e, Alors,

on a
fRN ugdx < [RN ufgdz. (1.20)

Si de plus O appartient a int H et que

_ H
fRNugdx—fRNu gdx (I.21)

alors uH = .

Démonstration. Pour tout x € H, on a |z| < |ogy ()| d’apreés le lemme 1.66
car 0 appartient & H. On en déduit que g(cspn(z)) < g(z). De plus, on a

u (2) = max{u(x),u(con(x))}

u? (oo (2)) = min{u(z),u(osn (v))}.
On obtient

u(@)g(@)+u(oon () g(oon(x)) <u (2)g(x)+u (oom(x))g(oon () (1.22)

par I'inégalité de réarrangement a deux variables. L’inégalité (1.20) se déduit
de I'inégalité (1.22) en intégrant sur H.

Si I'égalité (I1.21) est vérifiée, alors la fonction (uff —u)g est positive et
d’intégrale nulle sur H. Des lors, cette fonction est nulle presque partout sur
H, autrement dit

u(z)g(@)+uloon () g(oon(2)) = v (x)g(x)+u" (oor (x))g(oon (x)) (1.23)

presque partout sur H. Si 0 appartient a int H, alors g(osn(x)) < g(x) pour
tout x € H puisque |z| < |ogy (z)| d’apres le lemme 1.66. Dés lors, u et uf! sont
égales presque partout d’apres 'égalité (1.23) et le cas d’égalité de I'inégalité
de réarrangement a deux variables (voir la proposition 1.52). O
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Lemme 1.68. Si u: RN — ]0,+o0o[ est une fonction continue d support
compact strictement positive telle que pour tout H € Hy, on a u = u,
alors u* = u.

Démonstration. Soient deux points distincts x,y € RV tels que |z| < Jy|.
Considérons le demi-espace affin fermé H délimité par I’hyperplan média-
teur du segment [z,y] et contenant x. D’apres le lemme 1.66, H appartient
a Ho et est tel que y = ogp ().
Puisque u = u, que = appartient & H, que y = gy (x) et par définition
de la polarisation, on en déduit que

u(y) =" (y) <u(z) = u().

Par conséquent, u est radialement décroissante. Des lors, pour tout ¢ > 0,
{u>t} et {u* >t} sont des boules centrées en 0 et de méme mesure. Donc u
et u* ont les mémes sur-ensembles de niveau d’ou u = u*. O]

Passons a présent a la preuve du résultat d’approximation de la symétri-
sation par une suite de polarisations.

Démonstration du théoréme 1.62. Commencons par prouver le résultat pour
des fonctions continues a support compact.

> Etape 1 Utilisation du théoréme d’Ascoli-Arzela

Soit u une fonction continue & support compact positive. Il existe r > 0 tel
que le support de u est inclus dans B[0,r]. Par définition de la suite (uy,)nso0,
le support de u, est inclus dans B[0,r] pour tout n > 0.

Remarquons que :

e pour tout n 20, |un|e = |u]e (car les polarisations préservent la norme
infinie) ;

e pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que pour tout n > 0, on a w,, (J) <

wy(6) < € car la polarisation diminue le module de continuité d’apres la
proposition [.56.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela (voir [9, Theorem 4.25]), on en déduit
qu'il existe une sous-suite (un, )ks1 € (Un)ns1 qui converge uniformément vers
une fonction continue v a support dans B[0,r].

> Etape 2 Identification de la limite v
Montrons que v = u*.

Puisque les fonctions u,, s’obtiennent en appliquant un nombre fini de
polarisations a u, on a uy;, =wu* pour tout k > 1.
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Des lors, d’apres la proposition 1.39,
Ju = v*|2 = [u, = vz < g, —v]z2 — 0
k—o0

car il y a convergence uniforme de w,, vers v et que les supports de toutes
ces fonctions sont inclus dans B[0,7]. On en déduit que u* = v*. Il reste a
montrer que v = v*.

Soit m > 1. Pour tout k tel que n; > m, on a par construction

Hy-HpyHpy
unk+1 = unk .

En appliquant plusieurs fois le lemme [.67 & la fonction u,{{,me et aux demi-
espaces affins fermés H,,.1,---, H,,,,, on obtient

Hy--Hp,
/’;N Up,,! gdw < /’;N Upy,, g dx.

Notons que g appartient a L2. Puisque u,, converge vers v dans L2, on en

déduit en appliquant plusieurs fois la proposition .55 que unHlj"'H’” converge

vers vH1Hm dans L2, En passant a la limite pour & — oo et par continuité
du produit scalaire L2, on obtient

HyHp,
fRNU gde/RNvgdx

Or, d’apres le lemme .67, on a

Hy-Hp,
/vagdxg,/png gdx.

On en déduit que pour tout m > 1, on a

Hl"'H'm —
'/RNU gdx—ﬁNvgdx.

En utilisant cette derniere égalité, le cas d’égalité du lemme .67 et par
induction sur m, on montre que vfm = v pour tout m > 1.

Soit H € Hy. On écrit H = {x e RV | a-x < b} pour a € S(0,1) et b> 0.
Par hypothese, il existe une sous-suite (am,, bim, )is1 S (@, by )ns1 telle que

(amy; bmy, ) —— (a,b).
k—o0
D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

[v" = vl 2 = [0 = v | 2 —— 0.
k— o0

Par conséquent, v = v pour tout H € Hy. En utilisant le lemme 1.68, on
conclut que v = v*.
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> Etape 3 Conclusion
Soient u € L2(RV) et ¢ > 0. Par densité de I'espace des fonctions continues a
support compact dans L2(RY) (voir [9, Theorem 4.12]), il existe une fonction
w continue & support compact telle que |u— w2 <. Quitte & remplacer w
par max(w,0), on peut supposer que w est positive. D’apres I'étape précé-
dente, la suite définie par

Wo =W,

converge vers w* dans L2(RM). Des lors, il existe m > 0 tel que pour tout
n>m, on a |w, —w*|r2 <e. D’apres les propositions 1.39 et 1.55, on obtient
pour tout n =2 m que

[ty =2 € |tn—wy| g2+ |wp—w* |2+ |w* —u*|| g2 < 2lu-w| 2+ <3e. O

1.6 Inégalité de Polya—Szego

Notation 1.69 (Fonctions H'(RY) positives). Notons

HIRY) :={ue H'(RY) | u est positive}.

Théoréme 1.70 (Inégalité de Pélya-Szegd). Soit u € HL(RN). Alors u*
appartient a HL(RN) et on a |Vu*||p2 < | Vu 2.

Démonstration. Considérons une suite ((ayn, by,))ns1 dense dans S(0,1)x]0, +oo[.
Alors, la suite (uy,)ns0 définie dans le théoreme 1.62 converge vers u* dans
L2(RY). Pour tout n > 0, on a |Vuy,l|z2 = |[Vu|z2 en utilisant la proposition
[.59 et vu que les fonctions u,, s’obtiennent en appliquant un nombre fini de
polarisations a .

D’apres ce qui précede, la suite (uy, ),s1 est bornée dans H'(RY). Elle pos-
sede donc une sous-suite (unk) 4> dui converge faiblement vers une certaine

fonction @ € H'(RY). En particulier, (unk) 15y Converge vers @ au sens des dis-
tributions (voir la définition A.15) puisque pour toute fonction ¢ € C(2),
I’application

u - AN u(z)p(x)de

définit une forme linéaire continue sur H'(RY). De plus, puisque (Unk)k>1
converge fortement vers u dans L?(RY), elle converge vers u au sens des



1.6 — Inégalité de Pélya—Szegb 41

distributions. On en déduit que la suite (unk) converge faiblement vers u

k>1
dans H'(RY). Puisque la fonction u ~ |Vu|r2 est convexe et continue sur
HY(RN), elle est faiblement semi-continue inférieurement (voir [9, Corollary
3.9]), d’ou

[V <lim [Vu, |2 = [V 2. O

Remarque 1.71. L’inégalité ne survient que lors de 1’étape du passage a la
limite dans la preuve précédente.
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Chapitre I

Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Dans ce chapitre, nous commencerons par montrer que les plongements de
Sobolev entre les espaces de Sobolev W#P(RN) et certains espaces LI(RY)
(voir le théoreme A.41) ne sont jamais compacts suite & un phénoméne de
perte de compacité par translations.

Par contraste, nous prouverons que si N > 2, U'espace HI(RY) des fonc-
tions H'(RY) a symétrie radiale s’injecte de fagon compacte dans Li(RY)
pour tout g € ]2,2*[ ou

{oo si N =2,
2% =

2N :
N2 SlN}g

est 'exposant critique des plongements de Sobolev. !

Ce résultat se base sur un lemme de décroissance pour les fonctions ra-
diales introduit par W. Strauss (voir [36, Section 3, Radial Lemma 1]). Nous
suivrons la présentation de M. Willem dans [44, Chapitre 6, exercices 12, 13,
14] afin de prouver un résultat de densité puis de démontrer le lemme radial.
Notre argument prouvant la compacité de I'injection est semblable a celui de
P.L. Lions dans [27, Proposition I.1].

Nous verrons qu’il y a un phénomene de perte de compacité par dilatations
dans les cas ¢ = 2 et ¢ = 2*. Nous verrons également que 'espace H!(R)
ne s’injecte de fagon compacte dans aucun espace LP(R), ce qui explique
pourquoi nous travaillerons en dimension N > 2 (voir la remarque I1.7).

1. Nous ne considérerons que l'espace des fonctions H'(R") radiales. Plus générale-
ment, il existe des résultats similaires pour les espaces de fonctions WP (RY) radiales,
voir [44, Chapitre 6, exercices 12, 13, 14].

43
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Nous poursuivrons par I’étude de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg qui
affirme que pour tout ¢ € ]2,2*[, il existe une constante C;, > 0 telle que

lulle < Co lulpz* [vullz.,

(g-2)N

2q
Notre objectif principal sera la détermination de la valeur optimale de Cj,.
Nous utiliserons des techniques de calcul des variations, en suivant ’article
[43] de M.I. Weinstein. Les cas d’égalité dans I'inégalité correspondent & des

minima globaux sur H'(RY) \ {0} de la fonctionnelle

pour toute fonction u € HI(RY) et ou s :=

Jul 5= | vulg;

J(u) = —L
(w) I,

Nous verrons qu’il existe une fonction non nulle appartenant & H!(RN) qui
atteint le minimum global de J sur HY(RV) x\ {0} et qui est solution de
I’équation

-AQ+Q=QI"*Q. (EDPg)

Réciproquement, nous montrerons que toutes les solutions de (EDP()) sont
des points critiques de J.

Dans ce but, nous étudierons les propriétés de régularité des solutions
H'(RY) de I’équation (EDP)) en utilisant la méthode du « bootstrap W+ ».
Nous montrerons que toutes ces solutions sont de classe C?(RY) et convergent
vers 0 a I'infini ainsi que leurs dérivées premieres et secondes.

Grace a ces propriétés de régularité, nous pourrons démontrer les iden-
tités de l'énergie et de PohoZaev, deux égalités importantes concernant les
solutions de (EDPg). Nous verrons que ces identités sont liées a l'effet des
homothéties et des dilatations sur les fonctions de H'(RY).

Ces identités permettront de prouver que toutes les solutions de I’équation
(EDPg) sont des points critiques de J et d’introduire une notion de « ground
states » pour I'équation (EDPg). L’étude de ces solutions sera poursuivie
dans le chapitre III.

Nous terminerons ce chapitre en présentant des résultats concernant le cas
« q =2* » pour lequel I'injection de H}(RY) dans L?(R™) n’est pas compacte.
Ces résultats sont dus a G. Talenti (voir I'article [38]).
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1.1 Plongements compacts

11.1.1 Pertes de compacité par translations

D’apres le théoreme de plongement de Sobolev, 'espace W P(RN) se
plonge dans certains espaces LI(RY) (voir le théoreme A.41 pour un énoncé
précis). Aucun de ces plongements n’est compact?. En effet, soient 1) une
fonction C(RY) non nulle et un vecteur d € RN \ {0}. Alors la suite

(Yn)nzo = (2 = (2 + nd) )z

converge vers () au sens des distributions (voir la définition A.15) puisque pour
toute fonction ¢ € C(RY), les fonctions ¢, et ¢ sont & supports disjoints si
n est suffisamment grand, d’ou

[ tue)elaydz =0,

De plus, les fonctions v, appartiennent & tous les espaces W*»?(RN) car il
s’agit de fonctions C(RY). Pour tout n,k e N et pe[1,00[, on a

[¥nlwer@yy = [$lwnr gy > 0.

Donc la suite (1,,)ns0 est bornée dans tous les espaces WkP(RY) et n’admet
de sous-suite fortement convergente dans aucun espace LI(RV). En effet, la
limite devrait étre a la fois nulle (d’apres la convergence au sens des distri-
butions) et de norme L? non-nulle (puisque |y ragryy = |¥0] zorry > 0 pour
tout g € [1, 00]).

Sur un domaine borné, un tel phénomene de perte de compacité par
translations ne peut pas se produire. Le théoreme de Rellich-Kondrachov
donne de la compacité dans les plongements de Sobolev pour des domaines
bornés de classe C! (voir le théoreme A.45).

Un autre moyen d’obtenir de la compacité est d’utiliser des hypotheses de
symétrie sur les fonctions qui empéchent le phénomene de perte de compacité
par translations. Nous allons le voir dans le cas des espaces de fonctions
radiales. Des résultats plus généraux existent, voir par exemple 'article [27].

2. Un opérateur linéaire T': X — Y entre deux espaces vectoriels normés est dit compact
si et seulement si pour toute suite bornée (x,)n>1 € X, la suite (T, )n>1 admet une sous-
suite convergente dans Y.
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11.1.2 Espaces de fonctions radiales

Définition I1.1 (Espaces de fonctions radiales). On définit

Co(RY) == {ueCZ(RY) | u est radiale},
HIRM):= {ue H'(RY) | u est radiale}.

Remarque 11.2. Précisons ce que nous entendons par « fonction radiale ». Si
f:RYN = R est une fonction, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

« pour tout z,y €RY, on a [z = [y| = f(z) = f(y);
o il existe une fonction F : [0, +oo[ — R telle que f(z) = F(|z|);

« la fonction f est invariante sous l'action de O(N), c’est-a-dire que pour
tout x € RV et pour tout g€ O(N), on a f(g-z) = f(x).

Si f vérifie une de ces assertions, f est dite radiale et la fonction F' du second
point est unique.

Nous dirons qu’une fonction f définie presque partout est radiale si pour
tout g € O(N), les fonctions = — f(g-x) et © » f(x) sont égales presque
partout. Si une suite de fonctions LP(RY) radiales converge fortement dans
LP(RY) alors sa limite est également radiale. En particulier, 'espace H}(RY)
est fermé dans H'(RY), donc H}(RY) est un espace de Hilbert lorsqu’on le
munit du produit scalaire de H'(RY).

Commencons par prouver un résultat de densité.

Lemme II.3. L’espace C35(RY) est dense dans H}(RY).

Démonstration. Soient u € HI}(RY), (pn)ns1 € C(RY) une suite d’unités
approchées de convolution (voir la définition A.10 et I'exemple A.11 pour
une construction) et § € CZ(RY) une fonction de troncature valant 1 sur
B[0,1], nulle sur RV \ B(0,2) et telle que 0 < £ <1 (voir la proposition A.4
pour l'existence d’une telle fonction).

Alors la suite (5(:c/n)(pn * u)) c C»(RYN) définie par troncature et

nzl —
régularisation converge vers u dans H'(RY) (voir la proposition A.37).

De plus, les fonctions de cette suite sont radiales. En effet, si g € O(N)
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et si x € RN, alors

un(g- ) = fRN pu(y)uly —g-z)dy
= [ palg-Julg-(z=2))dz  (en posant y = g-2)
- fR pa(u(z - ) dz (car p, et u sont radiales)
= vn(2). O

Lemme I1.4 (Lemme radial). Si N > 2, alors il existe ¢c(N) >0 tel que
pour toute fonction u € C&(RN) et pour tout v e RV~ {0}, on a

1 LN
u(x)| < c(N)|ul 12 [Vul ol = (IL.1)

Si de plus N > 3, alors il existe d(N) > 0 tel que pour toute fonction
u € C3(RY) et pour tout x e RN\ {0}, on a

lu(2)] < d(N) |V 2]a] =" (I1.2)

Démonstration. Soient deux fonctions u € C&(RN) et U € C&([0,+oo[;R)
telles que u(x) = U(|z|) pour tout z € RN. On a alors |Vu(x)|RN = |U(|2))]
pour tout z € RV,

Commengons par écrire |u|zz et |Vu|zz en termes de U puis intégrons
en coordonnées sphériques (voir [26, Théoreme 7.2.1]). On obtient

2 _ 2
ulf = [ Ju(@)Pdo
+00
_ [0 fs o U (r)2rN-t dos oy (w) dr
+00
= o5001)(S(0,1)) fo U ()P dr, (IL.3)

oll 0s(p,1) est la mesure usuelle sur la sphere unité. De fagon analogue, on a

[vulz = [ | [vu(@)Pdo
+o00
_ /O fs o U7 (r) 2N dos .1y (w) dr

= o50.)(S(0,1)) fo o) ar (IT.4)
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Pour tout 0 <r<s, on a

U(s)-U(r) = f U dt.
En faisant tendre s vers +oo et vu que U est a support compact, on obtient
Ur) = - frm U'(¢) dt
d’ou oo
vl [l

Si N >3, on en déduit que

+00
U< [
<\/ f ootl—th\/ f MO L
7a2—N \/ 400 U oiN 1d
< (D)2EN-1 dt
Vs L o

—-1/2 2-N
< (0s01y(S(0, )N = 2)) | wu) 12 r*F*

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'égalité (I1.4). Ainsi, on a
prouvé 'inégalité (I1.2) 3 du lemme radial.
En raisonnant comme précédemment, on a

(U(r)) _—2f UU' () dt < 2[ U |[U" ()] dt.

Il existe une constante ¢(N) > 0 telle que

e < [T ool
<2 [Twel)

+00 +oo
<2 \/ f U (£) 2N -1 dt\/ [ U (£)2EN-1 de
<2\/ f °°|U(t)|2tN—1dt\/ f T o)
0 0

= (V) [uf 2| Vul L2

3. Notons qu’on a ici utilisé I’hypothese N > 3 lors du calcul de f+°° t1=Ndt. Si N =2,
ona [t 1dt=+oo pour tout 7 > 0.
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en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les égalités (11.3) et (I1.4).
En posant ¢(N) :=+/¢(N), on obtient

1 LN
[U(r)] < e(N)[ul 2| Vul7r—=,

ce qui prouve I'inégalité (I1.1) du lemme radial. O

Proposition I1.5 (Prolongement de la compacité par densité). Soient
X un espace vectoriel normé, Y wun espace de Banach et Z un sous-
espace dense de X. Soit T € L(X,Y) un opérateur linéaire continu. Si
Ty € L(Z,Y) est la restriction de T a Z, alors Ty est compact si et
seulement si T est compact.

Démonstration. SiT est compact alors T I'est aussi. En effet, si (2,).51 est
une suite bornée de Z, alors (z,)ns1 est bornée dans X, donc (T72,)ns1 =
(Tzy)n>1 admet une sous-suite convergente dans Y.

Réciproquement, supposons que T est compact. Soit (x,),s1 une suite
bornée de X. Puisque Z est dense dans X, il existe une suite (2, ),>1 € Z telle
que pour tout n > 1, on a |2, —z,| x < =. Dés lors, la suite (2,2, )n>1 converge
vers 0, donc Tz, —T'z, converge également vers 0. Puisque T est compact, la

suite (T72n)ns1 = (T2n)ns1 possede une sous-suite convergente (Tznk) oy BLL

écrivant T'x,, =Tz, + (Txnk - Tznk), on en conclut que (Txnk) converge

k21
vers la méme limite que (Tznk) Eol" O

Dans la suite des chapitres, nous utilisons l’exposant critique du plonge-
ment de Sobolev pour l'espace H'(RN) défini comme suit :

2*:{00 si N =2,

2N :
N2 SlN}g.

Théoréme I1.6 (Injection compacte de H! dans L4). Si q € ]2,2*[ et
N 22 alors linjection de HY(RN) dans L1(RN) est compacte.

Démonstration. Soit q € ]2,2*[.

> Etape 1 Contréle des normes L? loin de I’origine sur CZ.(RV)
Pour toute fonction u € C33(RY), tout R >0 et tout z € RV \ B(0, R), on a

T

1-N
u(@)] < c(N)|u] R
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en majorant ||ulz2 et |Vu|zz par |u]gz: et en minorant |z| par R dans 'in-
égalité (I1.1) du lemme radial (lemme I1.4).

Elevons les deux membres de I'inégalité ci-dessus & la puissance ¢ — 2 et
multiplions-les par |u(z)[?|z|¥-1. Pour tout € RN \ B(0, R), on obtient alors

Ju(z) P

En intégrant 'inégalité précédente sur RN ~ B(0, R), on en déduit que

(@)l < (N2 [u4 2R

(1- N)(q 2)

||u||Lq(RN\B(0 Rr) X <e(N)T 2||u||H1(RN)R ||UHL2(RN\B(0 R))’

En majorant |ul| p2rv<p(o,r)) Par |uf g1 (ry) et en prenant ensuite la racine ¢°
des deux membres de I'inégalité précédente, il en découle

q-2 N)(q-2)
|u] Lary < B(0,R)) € C(N) ¢ |u|mR I (IL.5)

> Etape 2 Compacité de linjection sur C.(RN)
Considérons une suite (t,)ns1 € CS(RY) bornée en norme H L(RN). On veut
montrer que (u,),>1 admet une sous-suite qui converge en norme L4.

Soit k > 1. D’apres le théoreme de Rellich—Kondrachov (théoreme A.45)
de compacité de l'injection de H'(B(0,k)) dans Li(B(0,k)) (car g < 2*),
la suite (u,)ns1 possede une sous-suite convergente dans L9(B(0,k)). Ceci
étant vrai pour tout k, nous pouvons utiliser un argument diagonal : on
pose ug, = U, puis pour tout k > 1, on extrait une sous-suite (Uk,n)n>1 de
(Ug-11)ns1 de telle sorte que (ugy,)ns1 converge fortement dans L4(B(0,k)).
Alors, la suite (v,,)ns1 définie par vy, := u,, est une sous-suite de (uy)ns1 qui
converge fortement dans tous les L4(B(0,k)) ou k > 1.

En effet, si k,m,n>1, on a

”Um —Un ”L‘Z(RN) = ||Um - Un”Lq(B(O,k)) + va - UnHL‘I(RN\B(O,k:))-

Par I'inégalité (I1.5), le second terme peut étre rendu petit uniformément en
m,n pour k assez grand (car la suite (v,,),>1 est bornée en norme H'). Fixons
alors k et rendons le premier terme petit en prenant m et n suffisamment
grands puisque la suite (v,),1 converge fortement dans L4(B(0,k)). Donc
la suite (vy)ns1 est de Cauchy dans L4(RY). Puisque LI(RV) est complet,
(Vn)ns1 €St une sous-suite convergente de (uy,),s>1 dans LI(RY).

> Etape 3 Prolongement de la compacité par densité

D’aprés la conclusion de I'étape précédente, 'espace (C(RN), |- g1 ) s'injecte
de fagon compacte dans L4(RY). D’apres le lemme de densité (lemme I1.3) et
par prolongement de la compacité (voir la proposition I1.5), nous concluons
que HI(RYM) s’injecte de fagon compacte dans LI(RY). O
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Remarque 11.7. L’espace H}(R) est donné par
H!(R) = {ue H'(R) | u(x) = u(-x) presque partout}.

En effet, en dimension 1, le groupe orthogonal ne contient que deux éléments
qui correspondent aux transformations x —» x et z +— —x.

Cet espace ne s’injecte de fagon compacte dans aucun espace LP(R). En
effet, considérons une fonction ¢ € C2°(R) non nulle et a support dans [0, 1].
Alors la suite (p,, )ns1 définie par ¢, () = @(x-n)+@(-xr—n) est une suite de
fonctions paires qui ont la méme norme (non nulle) dans H'(R) et la méme
norme dans tous les espaces LP(R). On montre comme pour les phénomenes
de perte de compacité par translations (voir la section I1.1.1) que la suite
(¥n)ns1 converge vers 0 au sens des distributions ce qui implique que ()1
n’admet aucune sous-suite fortement convergente dans LP(R).

Ainsi, il est nécessaire de travailler en dimension N > 2 pour obtenir de
la compacité dans le plongement de Sobolev pour les fonctions radiales, d’ou
I’hypothese N > 2 a partir de la section I1.2.

11.1.3 Pertes de compacité par dilatations

Proposition I1.8. Si N > 1, alors le plongement de H}(RN) dans L?(RY)
n’est pas compact.

Démonstration. Considérons une fonction ¢ € C5(RY) non nulle. En parti-

culier, ¢ appartient & H!(R™). Quitte a multiplier ¢ par une constante, nous

pouvons supposer que |¢| 2 = 1. Définissons une suite de fonctions par
pn(2) = (%) n N2

pour tout n > 1. On a [,z =1 et | Venullz2 = [Vl z2/n (voir la proposition

A.35 concernant les dilatations dans les espaces de Sobolev).

Des lors, la suite (¢, )ns1 est bornée dans H}(RY). Montrons qu’elle n’ad-
met aucune sous-suite fortement convergente dans L?(RY) ce qui prouvera
que le plongement de H}(RY) dans L2(RY) n’est pas compact.

Supposons qu’il existe une sous-suite (@nk)k>1 et une fonction @ € L2(RV)
telles que (n, ) Lop Converge vers @ en norme L?. Remarquons que [@ 2 =1
car |[pnllzz =1 pour tout n > 1.

De plus, la suite (¢,)ns1 converge vers 0 en norme L*, de méme pour
sa sous-suite (gpnk)k> . Puisque la convergence au sens de L* implique la
convergence au sens des distributions (voir la proposition A.18), on en déduit
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que la suite (gonk) Ly converge vers 0 au sens des distributions. Or, (cpnk) 1
converge vers ¢ au sens des distributions car la convergence au sens de L2
implique la convergence au sens des distributions (voir la proposition A.18).
Par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit que ¢ est nulle

presque partout ce qui contredit I'égalité || 72 = 1. ]

Remarque 11.9. Nous observons donc un phénomeéne de « perte de compacité
a l'infini » pour le plongement de H!(RY) dans L?(RY) dii au fait que RV est
non-borné. En effet, d’apres le théoreme de Rellich-Kondrachov (théoréme
A.45), nous savons que si € est un ouvert borné de classe C' de RV, alors
I'injection de H'(Q2) dans L4(£2) est compacte pour tout g € [1,2*].

Proposition I1.10. Soit N > 3. Le plongement de H:(RN) dans L*>" (RN)
n’est pas compact. Plus généralement, si Q est un ouvert de RN contenant
0, il existe une suite (Yn)ns1 de fonctions C3.(RYN) d support inclus dans
Q bornée en norme H' et n'admettant pas de sous-suite convergente en
norme L% .

Démonstration. Soient r >0 tel que B(0,7) est inclus dans Q et ¢ € C3(RY)
une fonction non nulle & support dans B(0,r) (voir la proposition A.4 pour
I'existence de telles fonctions). Quitte a multiplier ¢ par une constante, nous
pouvons supposer que |[¢[ 2+ = 1. On définit

on(x) = @(nx)n%_l

pour tout n > 1. Notons que le support de ¢, est inclus dans B(O, %), en
particulier dans B(0,r). Pour tout n > 1, on a |V, |2 = | V|12 et [on] 12 =
|22 /n. La suite (¢ )ns1 est done bornée dans H'(RY). De plus, elle n’admet
aucune sous-suite fortement convergente dans L?"(RY). En effet, supposons

par ’absurde qu’il existe une sous-suite (gpnk ) 1o, €t une fonction ¢ € L? (RN)

telles que (gonk) 4y CONVEIge Vers ¢ en norme L?. Pour tout n > 1, on a
lonl 2+ = 1 (voir la proposition A.35 concernant les dilatations dans les
espaces de Sobolev). Puisque [¢,|r2 = £, (0n)ns1 converge vers 0 dans L2.
Vu que la convergence au sens de L? implique la convergence au sens des
distributions et par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit
que @ =0 presque partout.

Nous avons donc montré que |@] 2+ = 1 et que ¢ = 0, d’ott la contradiction
souhaitée. O

Remarque 11.11. Nous observons ici un phénomene de « perte de compacité
en un point » pour le plongement de H}(RM) dans L?"(RY). Cette fois, le
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probleme ne vient plus du fait que le domaine est non borné. Ce phénomene
explique pourquoi l'injection de H'(€2) dans L?" () n’est jamais compacte,
d’ou I'inégalité stricte sur I’exposant dans le théoréme de Rellich—-Kondrachov
(théoreme A.45).

11.2 Calcul des variations

11.2.1 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

A partir de maintenant et jusqu’d la fin du mémoire, nous supposons que
la dimension N est supérieure ou égale a 2.

D’apres le théoreme I1.6 l'espace H!(RY) s’injecte de fagon compacte
dans L4(RY) pour tout ¢ € ]2,2*[.

On s’intéresse maintenant a I'inégalité suivante.

Théoréme I1.12 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Soit g € |2,2*[. 1l
eziste C, > 0 tel que pour tout ue HY(RY), on a

[ulze < Collul 2" Ivulz.,

._ (=2)N
=5

ou s
En suivant 'approche de Michael I. Weinstein dans [43], nous allons détermi-
ner la constante optimale C, dans I'inégalité précédente pour tout g € |2,2[,
ce qui prouvera en particulier le théoreme I1.12.

Remarque T1.13. Notons que s parcourt Uintervalle ]0,1[ lorsque ¢ parcourt
I'intervalle ]2,2*[. Considérons les valeurs limites de g.

e Dans le cas « ¢ =2 », 'exposant s est nul et I'inégalité « dégénere » car on
peut prendre C5 = 1 et dans ce cas il y a égalité pour toutes les fonctions
de HY(RN).

o Lecas « ¢=2*» (pour N > 3) correspond a l'inégalité |u 2+ < Cox
Nous parlerons de ce cas dans la section II.5.

quL2-

Remarque 11.14. Expliquons d’ou proviennent les exposants s et 1 —s dans le
théoreme I1.12. Supposons qu'une inégalité de la forme

lullze < Clulz2[ Va7, (IL.6)

soit vérifiée pour toutes les fonctions u € C=(RY). Fixons une fonction ¢ €
Ce(RM) non nulle. Les normes |¢| 14, ||z et |V 2 sont strictement po-
sitives.
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L’inégalité (I1.6) doit en particulier étre satisfaite pour toutes les fonctions
(119) us0- On en déduit que l'inégalité

plele < Culelap Vel

doit étre satisfaite pour tout p > 0. En considérant le cas p — 0 et le cas
{ — +oo, on obtient r = 1 — s. De méme, I'inégalité (I1.6) doit étre satisfaite
pour toutes les fonctions (x — p(Az))rs0. On en déduit (voir la proposition
A.35 concernant les dilations dans les espaces de Sobolev) que 'inégalité

N(1

=s) —sys(1-& s
= ol A2 | w3,

_N _
A a HQOHLq < A

doit étre satisfaite pour tout A > 0. En faisant varier A de 0 a +o0, on conclut
que

N N(1-
——_—M‘FS(l—E),
q 2 2

5 N _ N N _ (¢-2)N

d’ou s = 5 E = 2—q
Notons que les translations n’apportent pas d’informations dans cette
discussion puisque les deux membres de 'inégalité (I1.6) sont invariants par

translation.

Fizons un paramétre q € |2,2*[ jusqu’a la fin du chapitre.

11.2.2 Formulation variationnelle

Prouver l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (théoreme I1.12) revient a
montrer que 'infimum de la fonctionnelle

Jul 35

J(u) = L2

| vl

JullZa

(1L.7)

sur HY(RV)~ {0} est strictement positif. D’apres le théoréme de plongement
de Sobolev (théoreme A.41) et vu que 2 < g < 2*, cette fonctionnelle est bien
définie sur H'(RV) N\ {0}. Le résultat suivant affirme que les points critiques
de cette fonctionnelle correspondent & des solutions H'(RY) d’équations aux
dérivées partielles.
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Proposition I1.15 (Différentiabilité de J, équation d’Euler-Lagrange
associée). La fonctionnelle J est de classe C* sur H'(RN) x~ {0} et sa
différentielle au point ue H'(RN) N\ {0} est donnée par

q(1-s)
[l [RN u(x)h(x)dx

L2

T fRN Vu(z) - Vh(z)dz

[vul?.

dj(u)-hzj(u)(

g fR Ju(@)u(x)h(x) da:) (IL8)

ullZa

pour tout h € HY(RN). De plus, une fonction u € H'(RN) \ {0} est un
point critique de J si et seulement si u est une solution distributionnelle
de ’équation

(1-9)|Vulz.  [Vul

sfulfe  slulg,

- Au+ |92, (EDP 7)

c’est-a-dire (par définition d’une solution distributionnelle) si

1-5s)|vul?,
/ Vu(z)-Ve(z) dx+%/ u(x)p(x)de
RN sflul]7. RN
[Vul?,

e [ @) (@) (@) da

sl
pour toute fonction p € C(RV).

Remarque 11.16. On dit que (EDP 7) est [’équation d’Euler-Lagrange associée
a la fonctionnelle J. L’identification entre les points critiques de la fonction-
nelle J et les solutions H'(RV) ~ {0} de I'équation (EDP ) est a la base de
la résolution de cette équation par les méthodes de calcul de variations.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, posons
A(w) = lulfe,  B(u)=[Vulz.,  C(u):=[ul,.

> FEtape 1 Différentiabilité de A et B
Les applications

A:HI(RN)—>R:u»—>A(u)
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et
B:H'(RY) - R:uw B(u)
définissent des formes quadratiques sur H'(RY). En effet,
H'(RY) x H'(RY) > R+ (u,v) o fRN w(a)yo(z) de
et
H'(RY)x H'(RM) - R:(u,v) ~ AN Vu(z) - Vu(z)de

sont des applications bilinéaires symétriques continues sur H'(RV). Donc A
et B sont de classe C* sur H'(RY) et leurs différentielles sont données par

dA(u) - h =2 fR u(@)h(x)de (IL9)
et
dB(u)-h =2 fRN vu(z) - Vh(z)dz (IL.10)

pour tout u, h € H'(RV).

> Etape 2 Différentiabilité de C

D’apres la différentiabilité des normes dans les espaces LP (voir [45, Propo-
sition 1.12]), l'application C': LY(RN) - R : u ~ C'(u) est de classe C! et sa
différentielle est donnée par

dC(u)-h =g fR Ju(@)|"*u(e)h(z) de (IL.11)

pour tout u,h € L4(RY).
En composant C' avec l'injection canonique H*(RV) — LI(RN) : u > u, le
théoreme de dérivation des fonctions composées implique que ’application

C|H1(RN) : Hl(RN) -R:um~ C(u)

est différentiable sur H'(RV) et que sa différentielle est donnée par 'expres-
sion (IT.11) pour tout u,h € HY(RV).

> Etape 8 Différentiabilité de J
Pour tout u e H'(RV) \ {0}, on a

q(1-s)

A(U)TB(u)%

O
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D’apres le théoreme de dérivation des fonctions composées, J est de classe
C! sur H'(RV)~ {0} et on a
q(1-s)dA(u)-h gsdB(u)-h dC(u)-h
+ _ p—
2 A(u) 2 B(u) C(u)

pour tout u € HY(RV) \ {0} et h € H'(RY). D’apres les expressions (I1.9),
(I1.10) et (II.11), la différentielle de J au point u est donnée par (I1.8).

AT (u) h = j(u)(

> Etape / Equation d’Euler-Lagrange
Vu l'expression de d.J, une fonction u € H'(RV) \ {0} est un point critique
de J si et seulement si pour tout h e H'(RY), on a

L-s /I;N w(x)h(z)dr + /E;N Vu(z) - Vh(z)dz

Jul72

| vul

L [ @l u) () de =0,

] 7o

Comme C(RY) est dense dans H'(RY), cela équivaut a demander que cette
égalité soit vérifiée pour tout h € C(RY), ou encore que u soit solution de
(EDP 7) au sens des distributions. O

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme I1.17 (Constante optimale dans I'inégalité de Gagliardo-Ni-
renberg, M.I. Weinstein 1982). L’infimum

= inf
LAy SVACD

est atteint pour une fonction Q) qui :
e appartient a HY(RN) ;
e est positive ;

e est une solution distributionnelle non-nulle de [’équation
~AQ+Q=1QI"?Q. (EDPg)

La fonction @) réalise ’égalité dans ['inégalité de Gagliardo-Nirenberg
(voir le théoréme I1.12) avec la constante C, = v~ 11.

Remarque 11.18. Dans le chapitre 111, nous présenterons des résultats d uni-
cité et de régularité pour les solutions H!(R¥) positives de I’équation (EDP)).
En particulier, nous verrons que @ est de classe C*°(RY). De plus, @ est
I'unique solution H!(R¥) positive (sous-entendu non-nulle) de (EDPy,).
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Démonstration. Considérons tout d’abord l'effet des dilatations et des homo-
théties sur la fonctionnelle. Si uw e H'(RY) et si A\, u € R, écrivons uM(x) :=
pu(Az) pour alléger les notations. Un calcul direct (voir la proposition A.35)
montre que

[ = AN

22 = A2 | 12,

[ Va2 = pANE |V e,

[ 2o = pA N4l s,
T (u™) = T (u). (I1.12)
Il existe une suite minimisante (ug)gs1 € HY(RY) N {0} telle que
O<y:= ueHl(ilgll\ff)\{O} J(u) = I}Ln;lo J () < +oo.

Par passage a la valeur absolue dans H'(R?") (voir la proposition A.31),
on peut supposer que les fonctions u, sont a valeurs positives. En effet, u; et
|ug| ont les mémes normes L4 et leurs gradients ont la méme norme L2

Par symétrisation et d’apres l'inégalité de Polya-Szegé (théoreme 1.70),
nous pouvons supposer de plus que les fonctions u, sont radiales. En effet,
pour tout k> 1, J(uy) < J(ux) car ui a les mémes normes LP que uy et son
gradient a une norme L? inférieure ou égale a celle de ;. De plus, u; est une
fonction radiale.

D’apres I'égalité (11.12), la fonctionnelle J est invariante par homothéties

et dilatations. On pose (Vg )rs1 = (ug’“’“’“)kzl. En choisissant Ay, := |[ug| 2| Vug |72
N2 N
et px = Jug] s |Vux| s, nous obtenons une suite (¢)rs1 € HH(RY) telle

que
V20, (Ul =1, [VUl2=1, T@W) 27, JT(r) PERL (IL.13)

La suite (¢ )ks1 est bornée dans H'(RY). Ainsi, grace au théoréeme de com-
pacité faible des boules dans un espace de Hilbert (voir [44, Theorem 5.3.9))
et quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que la suite (V)1
converge faiblement vers un certain ¥ appartenant a H'(RY). Puisque 2 <
q < 2*, I'injection de H!(RY™) dans L4(RY) est compacte d’apres le théoreme
I1.6. Des lors, quitte a passer de nouveau a une sous-suite, on peut supposer
que la suite (¢ )gs1 converge fortement vers ¥ dans L9(RY). Pour tout k > 1,
on a J () = m d’apres (I1.13). De plus, la suite (J(¢x))rs1 est bornée
supérieurement car elle converge vers v. On en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel
que [¢x]%, > ¢ pour tout k > 1. Vu que la suite (¢y)>1 converge vers ¥ dans
L4, alors ||, > c¢. En particulier, ¥ est non-nulle. La fonction W est radiale
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car les fonctions vy, le sont et que la suite (¢ )rs1 converge vers ¥ dans L9
(voir la remarque I1.2).

Les fonctions u ~ |u|z2 et u — |Vu|z2 sont convexes et continues sur
H'(RN). Elles sont donc faiblement semi-continues inférieurement (voir [9,
Corollary 3.9]), d'ou ||z <1 et |[V¥|z2 < 1. On en déduit que

ML
<

<J(P) = = lim J(¢y) =7 (I1.14)
9% [ V)%, koo
vu que la suite (1)gs1 converge vers WU dans L7 et que J () = W Par
L4
conséquent, les inégalités qui précedent sont des égalités. Des lors, on a
1
= (W) - (IL.15)
[w]%,
|V w9 = 1. (IL.16)

En particulier, v est strictement positif.

Puisque |¥]z2 < 1, que |[V¥|z2 < 1, que les exposants gs et ¢(1 - s) sont
positifs et d’apres 'égalité (I1.16), on obtient |W|z2 = [V¥| 2 = 1.

Vu que v = J(¥), ¥ est un minimum global de J sur H'(RV) \ {0}.
Ceci prouve les deux premiers points du théoreme puisque ¥ appartient a
HI(RN). De plus, ¥ est un point critique de J. On en déduit que ¥ est une
solution de I’équation (EDP ;) (voir la proposition I1.15), c’est-a-dire que

(L-9) V[T o [V¥]T.

AU+ U= 2 ||y

s|W|7a sI¥[L

au sens des distributions. Vu que V|2 = [V¥||z2 = 1, que W =~y d’apres
L4
les égalités (I1.15) et que ¥ est positive, on obtient
1-
AU =g Tget o (IL.17)
s s

au sens des distributions.

Nous aimerions simplifier les coefficients qui apparaissent dans I’équation
(I1.17), notamment le coefficient v qui dépend de @ et non directement de ¢
et de N. Si X et p sont strictement positifs, alors UM est solution de

eauts s P S) go T et
S S

Nous pourrons simplifier les coefficients dans 'équation (I1.17) si

spuA? = p(1 - 5) =yt (IT.18)
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Si A et p sont strictement positifs, les équations (I1.18) admettent un unique
couple (A, pt) de solutions donné par A := \/g et p = (%)q‘% Si Q= UMk,
alors @) est une solution de (EDP,). Puisque la fonctionnelle J est invariante
par dilatations et homothéties, () est un minimum global de J. Des lors, la
constante optimale dans l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg est donnée par
C,= 'y_% et la fonction @) réalise ’égalité dans I'inégalité. O

D’apres le théoreme I1.17, il existe une solution H'(RY) non nulle de
I'équation (EDPg) qui est un minimum global de J. Réciproquement, nous
allons montrer dans les sections suivantes que toutes les solutions H!(RY)
non nulles de I'équation (EDP) sont des points critiques de J.

Remarque 11.19. Toutes ces solutions ne sont pas des minima globaux de J
sur HL(RM) ~ {0}. A la fin du chapitre suivant, nous pourrons déterminer
tous les minima globaux de J et nous citerons des résultats d’existence de
solutions qui impliquent qu’il existe une infinité de solutions qui ne sont pas
des minima globaux de [J.

D’apres la proposition 11.15, une fonction u € H'(RV) \ {0} est un point
critique de J si et seulement si u est une solution de 1'équation (EDP ;).
Nous devons donc prouver que toutes les solutions @ € H'(RY) non nulles
de 'équation (EDPg) sont telles que

A=)Vl _ Vel _,
s|QI7- sIQI L

Afin de prouver ces égalités reliant |Q|| 2, | Q| L et [VQ| Lz, il est utile de
prouver d’abord un résultat de régularité sur les solutions H'(RY) non-nulles
de I'équation (EDPg). Ce résultat est présenté dans la section suivante.

Finalement, remarquons que I’équation (EDPy) admet une formulation
variationnelle. En effet, en raisonnant de la méme fagon que pour la propo-
sition I1.15, on montre que la fonctionnelle A définie par

1 1 1
A(u) = 5[ Vulfa + S lulfz - 1l (I1.19)

est de classe C! sur H'(RY) et que les points critiques de A correspondent
aux solutions de (EDPy)).

Remarque 11.20. La fonctionnelle A n’est pas bornée inférieurement. On
ne peut pas trouver de solutions a (EDPg) en minimisant globalement A
sur HY(RV) comme on l'a fait pour J. Il faut plutét minimiser A sous
contraintes. Voir par exemple [5, Section 3. The Constrained Minimization
Problem].
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11.3 Régularité des solutions H!(RY)

Dans cette section, nous allons étudier la régularité des solutions H'(RY)
de I’équation (EDP) et montrer que de telles solutions convergent vers 0 &
I'infini ainsi que leurs dérivées premieres et secondes.

Pour cela, nous allons utiliser la méthode dite du « bootstrap », basée sur
le théoréme de plongement de Sobolev pour les espaces de Sobolev WkP(RY)
(théoreme A.41). Nous avons également besoin du résultat suivant, di a
A.P. Calderén (voir [1, Theorem 1.2.3]).

Théoréme I1.21 (Théorie WFP(RYN) pour I'équation —Au +u = f).
Soient pe ]1,00[, keN et f e Wkr(RN). Siue H'(RN) est une solution
de Uéquation —Au+w = f alors u appartient a WH+2pr(RN).

Remarque 11.22. Nous admettons le théoreme précédent. Sa preuve utilise
des techniques d’analyse harmonique. L’hypothese « u € H'(RY) » n’est pas
essentielle, il suffit de savoir que u est une distribution tempérée sur RY.

Signalons que la référence [1, Theorem 1.2.3] concerne uniquement le cas
k = 0. Le cas général s’en déduit car, si f € WkP(RYN) est une solution de
—Au+u = f, alors pour tout a € NV tel que |a| <k, on a

“A(0%) + 0% = O°f,

d’ou 0%u appartient a LP(R™) en utilisant le théoréme avec k = 0.

La méthode de bootstrap utilisera de fagon répétée le lemme suivant.

Lemme I1.23. Si Q € HY(RY) est une solution de (EDPy) appartenant
a L*(RN) ou s € ]q—1,00[, alors Q appartient a W25/(a-1)(RN).

Démonstration. La fonction @ est une solution de I'équation —AQ + Q) = f
ol f:=|Q[72Q. On en déduit que Q appartient & W2s/(¢-1)(RN) d’apres le
théoreme I1.21 vu que f appartient a Ls/(a-1)(RN) = J¥/0:s/(a-1)(RN). O

La méthode de boostrap est présentée notamment dans [22, Section 12.2].
En pratique, 'argument est souvent repris « au cas par cas » selon I’équation a
traiter, voir par exemple [15, Proof of Theorem 1.1] ou [8, Proof of Proposition
2.2]. Le résultat suivant est, quant a lui, basé sur [13, Theorem 8.1.1].
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Théoréme I1.24 (Régularité et limite a l'infini des solutions H!(RY)
de (EDPg)). Si Q € HY(RYN) est une solution de (EDPy,), alors

e Q appartient a W3»(RN) pour tout p € [qf—l, +oo[ N ]1,+00[ ;

e () appartient a Cifif(RN) pour tout 6 € 10,1[ ;

o pour tout a € NV tel que |a| <2, on a

lim 9°Q(x) = 0.

jal->co
En particulier, Q) est une fonction bornée de classe C?(RY).

2
Remarque 11.25. Notons que 1< 2 car q > 2.

Démonstration. Soit Q € H'(RY) une solution de (EDPy,).

> Etape 1 Plongement de Sobolev pour H!(RY)
Le théoréme de plongement de Sobolev (théoreme A.41) implique que :
e si N =2, Q appartient a L*(RY) pour tout s €[2, 00[ ;
e si N 23, Q appartient a L3(RY) pour tout s € [2,2*] o 2* = %
Si N =2, le lemme I1.23 implique que @ appartient a W2P(RN) pour tout

pE [q%—l, +oo[ N1, +oo[. On peut alors passer directement a I’étape 3.

Si N > 3, nous allons montrer dans I’étape 2 que @) appartient a W?2P(RY)
pour tout p € [q%—l, +o0[N]1, +oo[ en utilisant la méthode de bootstrap W2»(RV).

> Etape 2 Bootstrap W2?(RN) pour N >3
Montrons tout d’abord que

x5, QeWw*(RN). (11.20)

Puisque @ appartient & L$(RY) pour tout s € [2,2*], le lemme I1.23
implique que @ appartient a W?2P(RN) pour tout p € [q%—l,pl] N J1,+o0[ ol
D1 = 112_—*1. Remarquons que p; > 1 puisque ¢ < 2*. Deux cas sont possibles.

« Sipi 2%, ona prouvé (I11.20).
e Sip< %, on passe a la suite du raisonnement.

Sipp < %, le théoreme de plongement de Sobolev implique que l'espace

W2ri1(RN) se plonge dans L#(RN) pour tout s € [p, N]\EZ;H ]

D’apres le lemme 11.23, @) appartient a W2P(RN) pour tout p € [%,pﬂ N

N L N
]174‘00[ ou pg = W]I\?Jpl)

A nouveau, deux cas sont possibles.

On verra ci-dessous que py > 1.
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o Sipy> %, on a prouvé (I11.20).

e Sipy< %, on recommence le processus.
De maniére générale, a I’étape n > 1, on sait que () appartient a W?2r»(RN)
avec p, < % (on ne définit pas ppi1, Pnsa, ... Si Py 2 %) Par le théoreme de
plongement de Sobolev, |Q|72Q) appartient a L@z (RY). Le lemme I1.23
implique alors que @ appartient a W2P»+1(RN) ou

Np,
Pn+1 =
1T (- 1)(N -2p,)

car, comme on va le montrer juste apres, p,.1 > 1.

Les p, sont les itérées de p; pour la fonction S : R\ {%} - R:pw

(q—1)12[+2p) (voir la figure I1.1). Un calcul élémentaire montre que
Ng-2 N
S(p) > — € [———,—]|. I1.21
0)>p ve |32 4| (1121)
De plus, %Z%f <pp car q < 2%,
S \Q)/:/
A
o
S
MQI;? ]51 ﬁ p
2 g-1 2

F1GURE II.1 — Graphe de la fonction S.

On veut montrer qu’en appliquant un nombre fini (peut-étre nul) de fois
la fonction S a py, on finit par dépasser la valeur % Supposons par ’absurde

que ce n’est pas le cas. En particulier, p; < % donc p; appartient a ]%Z:—f, %[

Des lors, la suite (p,)ns>1 est strictement croissante et ses termes appar-

tiennent a ]%Z:—f, %[ (d’apreés I'équivalence 11.21). Etant croissante et majorée

par %, la suite (pp)ns1 converge vers un certain p tel que 1< p < % Puisque
pour tout n>1 on a

(¢=1)(N = 2py)pn+1 = Npy,
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on en déduit en passant a la limite que

(¢—1)(N -2p)p=Np,

d’ou
_N(g-2)
2(q-1)
Puisque ¢ < 2*, on a g — 2<— d’ou
2N 2%

p< =P1,

(-1)(N-2) q¢-1
ce qui contredit la stricte croissance de la suite.

On a donc prouvé qu’il existe un indice n > 1 tel que p, > % Puisque @
appartient a W2P»(RN) | cela prouve l'objectif (I1.20).

D’apres le théoreme de plongement de Sobolev et vu que p, > %, Q
appartient soit a L*(RY) pour tout s € [py, o[ soit & L*(RY). Comme Q) €
L2(RY), on a par interpolation dans les espaces LP (voir [9, Theorem 4.6,
Remark 2]) que @ appartient a L*(R™) pour tout s € [2,00[. Dés lors, le
lemme I1.23 implique que @ appartient & W2P(RN) pour tout p € [q%—l, co[ N
]1, 00, ce qui achéve 'argument de bootstrap.

> Etape 3 Régularité W3»(RN)
D’apres ce qui précede, @ appartient a W2P(RN) pour tout p € [%, co[ N
]1, 00[, en particulier pour tout p € [2, oo.

Si 0 € ]0,1[ alors, en prenant p = % > 2, le théoreme de plongement de
Sobolev (théoreme A.41) pour l'espace W2P(RM) implique que la fonction
(@ appartient a l’espace de Holder Clllmf(RN ). En particulier, @) est de classe
C'(RY) et est bornée sur RV.

Si pe [, 00[n]l,o00[ alors la fonction 8i(|Q|q‘2Q) = (¢ - 1)|Q|720,Q

q-1’
appartient a LP(RY) puisque @ est bornée et que 0;Q) appartient a LP(RY).
Des lors, |Q|972Q appartient a W1P(RYN) pour tout p € [q_ll, oo[ N ]1, 00].
D’apres la théorie W#P(RY) pour 'équation —Au+u = f (théoreme I1.21),
on en déduit que Q appartient a W3?(RY) pour tout p [% oo[ N ]1, 00].

> Etape / Régularité Cﬁflf(RN ) et conclusion

Puisque @ appartient a W32(RN) pour tout p € [-2-, co[n]1, oo[, le théoréme

-1’
de plongement de Sobolev nnphque que () appartient a Ciﬁf(RN ) pour tout
0 €]0,1[ (on obtient la régularité C>% en prenant p = 2 5> 2).

En particulier, pour tout o € NV tel que || < 2, 80‘62 est une fonction

uniformément continue et bornée sur RV appartenant a LP(RV) (car 9°Q
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appartient a W2-lelr(RY)). On en déduit que 9*Q converge vers 0 & l'in-
fini car les fonctions uniformément continues sur RY appartenant a LP(RY)
convergent vers 0 a l'infini.

En effet, si une fonction u : RV — R uniformément continue ne converge
pas vers 0 en l'infini, alors il existe deux réels positifs € > 0, § > 0 et une suite
(n)ns1 € RN tels que les boules (B(x,,d))ns1 sont disjointes et tels que |u
prend des valeurs supérieures a € sur toutes ces boules. Ceci implique que u
n’appartient pas a LP(RYV). ]

Remarque 11.26. En général, on ne peut pas poursuivre le raisonnement pré-
cédent pour de plus grandes valeurs de p car la fonction ¢ — [t|772¢ n’est pas de
classe C2(R) si 2 < ¢ < 3. Néanmoins, nous prouverons dans le chapitre I1I que
les solutions positives de (EDPg) sont de classe C*=(RY). En effet, la fonc-
tion ¢ — |t|77%t est de classe C* sur ]0,+oo[. Il ne s’agira cependant que de
résultats locaux portant sur la régularité et pas de résultats globaux comme
ceux du résultat précédent (voir la remarque 111.4).

11.4 Identités de I'énergie et de Pohozaev, ground
states

Nous pouvons maintenant prouver les identités impliquant que toutes les
solutions de (EDP) sont des points critiques de J.

Proposition I1.27 (Identité de I’énergie). Si QQ € H'(RN) est une solu-
tion de l’équation (EDP), alors

[V@QIZ: +1QIz: = Q-

Démonstration. Si Q€ H'(RN) est une solution de (EDPg), on a

-2 _
L Q@@ dr+ [ vQ@)-vh@)dr- [ Q@) *Q()h(x)dr =0
pour tout h € H'(RY). L’identité de I’énergie s’obtient en prenant h = Q. O

Remarque 11.28. Présentons une autre interprétation de I'identité de I’énergie,
basée sur la formulation variationnelle donnée par la fonctionnelle

1 1 1
A(w) = 519 ulfs + 5 lul - [ul
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Soit @ € HY(RY) une solution de (EDPg). Pour tout x>0, on a

12 % %
A(pQ) = gHvQHiQ + gHQHiz - ;HQH%-

Des lors,

d
@(A(MQ)) = 1vQIZ: + 1QIZ: - Q1%

n=1
De plus, on a

SAGQ),, = 14Q) - (1:00))  -a4@)- @0

n=1
[u=1

puisque @ est un point critique de A. On en déduit I'identité de ’énergie en

égalant les deux expressions obtenues pour %(A(”Q))m: .

Proposition I1.29 (Identité de Pohozaev). Si @Q € H'(RN) est une so-
lution de ’équation (EDPg), alors

2N
(N -2)[vQIz. + NIQIZ = FHQII%q-

Remarque 11.30. L’intuition consiste a faire un raisonnement semblable a
celui de la remarque I1.28 en considérant les dilatations D, : Q(x) = Q(Az)
au lieu des homothétites H, : Q(z) = pQ(z).

Soit @ € H'(R™) une solution de (EDP). Pour tout A >0, on a

)\Z—N
2

AN AN
A(D\Q) = V@3- +T|\Q\|i2—7|\Q||qu,

d 2-N s N, ..o N
D AD@),, = =190l - QI+ QL
Puisque @ est un point critique de A, on s’attend a ce que
d
a(A(DAQ))M:l =0 (11.22)

par analogie avec le raisonnement présenté dans la remarque I1.28. Si I’égalité
(I1.22) est vérifiée, nous obtenons alors 'identité

2N
(N =-2)[VQIz. + NIQI7 = FHQII%q-
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Etudions la dérivabilité de Papplication A — A(D,Q) en X = 1. Montrons
qu’au sens des distributions, on a

DyQ - (Q D'RY)
)\ — 1 =1

z-VQ. (I1.23)
En effet, si o e C*(RY) et A # 1, on obtient
[ QO dr= [ Qu)e(y/MA dy

en posant y:= Ax. On en déduit que

f Q(M’) Q(w) (m)dx:/ Q(y)w(y/A)A‘N—w(y)d
RN A-1

La dérivée de lapplication ]0,+oo[ = R: XA~ ¢(y/A)A™N est la fonction
10,+00[ = R: A > =y - Vo (y/ A2 = Nop(y/ M)A

Lorsque A € [1/2,3/2], les fonctions y w(y/’\)/)\‘fw sont a support dans

un méme intervalle compact I, convergent ponctuellement vers

-y-Ve(y) - No(y)

lorsque A — 1 et sont uniformément bornées par une expression de la forme
C)([ ey + Vel Le(ry)- D’apres le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, on en déduit que

fRN Q(y)go(y/ki/fl_@(y) — —fRN Q()(y- Vely) + Neo(y)) dy.

De plus, on a

f QUy)y-Ve(y)dy= ), f Q(y)yidie(y) dy

1<isN

D f Q) (8: (i) (y) - v(y)) dy

1<i<N

fRN(y VQ(y) - NQ(y))e(y) dy.

D’apres ce qui précede, on a montré que

fRN Q(y)@(y/Ai/_Al_w(y) - fRNy-VQ(y)w(y)dy

ce qui prouve le résultat (11.23).
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Le probléme est qu’on ne sait pas si z- VQ appartient ou non a H'(RY).
Si ce n’est pas le cas, la fonction A —» D)@ n’est pas dérivable en \ = 1.

Une fagon de procéder consiste a prouver que V(@ converge vers 0 suffi-
samment rapidement a l'infini. On peut montrer que @) et ses dérivées pre-
miceres décroissent exponentiellement a l'infini (voir [13, Theorem 8.1.1]).
Dans ce cas, la décroissance exponentielle de V() a l'infini implique que
x-VQ e HY(RY), ce qui permet de prouver 1'égalité (11.22).

Dans le chapitre suivant, nous montrerons un tel résultat de décroissance
exponentielle sur ) et ses dérivées mais uniquement pour les fonctions ra-
diales (voir le théoreme II1.13).

La preuve de I'identité de Pohozaev qui suit se base sur une approche par
intégration par parties utilisant un argument de troncature. Cette preuve ne
nécessite pas d’estimée de décroissance sur V). Nous suivons la présentation
de [45, Theorem B.3].

Avant de passer a la démonstration, nous rappelons le résultat d’intégra-
tion suivant (voir par exemple [44, Theorem 9.2.4]).

Théoréme I1.31 (Théoreme de la divergence pour les boules). Soient
2o €RN, R>0 et veC'(B[xg, R];RN), alors on a

1
/ divu(z)dr = = V(W) -+ wdos(gy,r) (W),
Blzo,R[

R Js(zo,R)
ot divwv = Yoy O7v; est la divergence de v et og,,r) est la mesure
usuelle sur la sphére S(xg, R).

Démonstration de la proposition I1.29. 1’intuition consiste a intégrer (-AQ+
Q - 1Q]"2Q)(x - vQ) = 0 sur RN. On travaillera d’abord sur des domaines
bornés et avec des fonctions de troncature.

> Etape 1 Introduction d’une suite de fonctions de troncature
Soit ¢ € C=(R) une fonction décroissante valant 1 sur |-oo, 1] et nulle sur
[4, +oo[ (une telle fonction existe d’apres la proposition A.3). Pour tout n > 1,
on pose

() = P (J2f*/n?).
D’apres les hypothéses sur 1, le support de 1, est inclus dans B[0,2n] et
celui de V), dans B[0,2n] \ B(0,n). Pour tout 1 <i< N, on a

Oon () = 22; O (|2 [n?) In®

d’ou

050, ()| < 2|| | Wap|/n?.
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Si |z| <2n, on a
||| Vipn (2)] < 2N 2P| Ve [n® < 8N|VY].

Cette inégalité est également vraie si |z| > 2n puisque le support de v, est
inclus dans B[0,2n].

En résumé, il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 1 et tout x € RN, on a
0<tn(z) <1, |[Vihu(2)l]a] <c (I1.24)

> FEtape 2 Utilisation du théoréme de la divergence
Pour alléger les notations, on pose

f(t) = [t|]"%t — ¢, F(t) = [t|)q - t*/2. (I1.25)

Remarquons que F’ = f et que F(Q) est intégrable sur RV puisque ¢ < 2*.
Puisque @ est solution de I’équation (EDPg), on a

Un(AQ + f(Q))(z-VQ) = 0. (I1.26)

Faisons apparaitre des termes s’écrivant comme une divergence afin d’appli-
quer ensuite le théoreme de la divergence. Pour tout n > 1, un calcul explicite
montre que

¢nf(Q)(fE ) VQ) = le(%F(Q)x) - F(Q)(an ) $) - %NF(Q),

PnAQ(z - VQ) = div(¢n,(z- VQ)VQ)
~ (Vo - VQ) (@ - VQ) + | VQP + vz - V(IVQ[/2))
= div(¢n[(z- VQ)VQ - (IVQI*/2)z])
+(IVQPR/2)(Vn - 2) + (N = 2)(IVQP/2)
~ (VY- VQ) (2 VQ).

Si R >0, I'égalité (I1.26) et les calculs précédents impliquent que

0= Un(AQ+ f(Q))(z-VQ)dx

B(0,R)

- me,R) div(vn[F(Q)z + (2 ¥Q)VQ - (IVQP/2)x]) dx

* oo ((FQPTon ) + 9 (N =2)(VGQP/2)
- (V- VQ)(z-VQ) -V, NF(Q) - F(Q)(Vy, - x)) de.
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D’apres les égalités précédentes et le théoreme de la divergence pour les boules
(théoréme I1.31), on obtient

Sl NF(@ = (¥ =270 /2)
+ (V- VQ)(x - VQ) + (Vi 1) (F(Q) - (VQP/2)) ] da

_ me,R) div(ea[ F(Q)z + (2 - VQ)VQ - (IVQP/2)x]) da

L [FQw + (@ VQVQ - ((VQP/2)w] -w) doso.m ().

B R Js(o,r) : )
11.27

> Etape 3 Passage a la limite pour R — +oo
Fixons n > 1 et faisons tendre R vers +oo. Le support de v, est inclus dans
B(0, Ry) pour un certain Ry > 0. Si R > Ry, U'intégrale

S ([ F @+ (- FQIVQ - (VQP /2] ) sy«
est nulle et l'intégrale

o[ (VF@ - (v -2)(vaPy2)
# (V- TQ) (- 9Q) + (V- 2)(F(Q) = (VQP/2)) ] da

est égale a
L8 F@ - (v -2)(var)
+ (Vb - VQ) (2 - VQ) + (Vb - 2) (F(Q) - (|VQ|2/2))] da.

D’apres 1'égalité (I1.27), cette derniere intégrale est nulle.

> FEtape / Passage a la limite pour n - oo
Puisque F(Q) et |[VQ|? sont intégrables sur RY et que 0 < ¢, < 1, le théoréme
de convergence dominée implique que

[ NF@) - (N -2)(19QP/2)) d
converge vers
| NF@ - (N -2)(7QF/2)) d
lorsque n — oco. Considérons maintenant 'intégrale
[ (V- VQ) (- YQ) + (Vi) (F(Q) - (9QP/2) .

Remarquons que :
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 les fonctions intégrées convergent ponctuellement vers 0 lorsque n — oo
car le support de 1, est inclus dans B[0,2n]~ B(0,n);

e pour tout n>1, on a

(Vb - VQ) (@ VQ)| < [Vin| [2][VQP < |V QP?

et
(V- 2)(F(Q) - (VQP/2))| < c(IF(Q)] + [VQP/2)
d’apres les majorations (I11.24).

Puisque F(Q) et [VQ|? sont intégrables sur RV on peut appliquer le théoréme
de convergence dominée. Des lors,

[ (0 V)@ Q) da

et

[ (V) (@) - (VG /2) dr

convergent vers 0 lorsque n — oo. Puisque

L[V @ - (v -2 (9P 2)
+ (V- VQ) (- VQ) + (Vi - 2)(F(Q) - (19QP/2)) | d =0,

les résultats précédents impliquent que

N-2
N[ F@de==2= [ vQPdr,

d’ou l'identité de Pohozaev d’apres la définition de F' (voir (I1.25)). O

Proposition I1.32. Toutes les solutions () € HY(RY) de [’équation (EDPy)
sont telles que

1
1170 = T 1R
s
vQIz. = - lalz.
ot s = N(q-2)/(2q) est l’exposant apparaisant dans l'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg (théoréme 11.12).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les identités de ’énergie et de Pohozaev.
]
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Des lors, toutes les solutions non nulles de I'équation (EDPg) sont des
solutions de I’équation (EDP ;). D’apres la proposition I1.15, il s’agit de
points critiques de J.

Ces identités permettent aussi de montrer la proposition suivante.

Proposition I1.33. Il existe des constantes cq,cq,c3,c4 > 0 telles que
toutes les solutions Q € HY(RY) non nulles de (EDP) vérifient

1Ql22 = 1 ]Q12, = 2 Q12 = 5T (Q) 7 = e4(AQ)) .

En particulier, les solutions de (EDPg) qui atteignent le minimum de
J sur HY(RN) ~ {0} et réalisent I’égalité dans 'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg minimisent simultanément |Q| 2, |Q|Le, |VQ| 2, TJ(Q) et
A(Q) parmi les solutions de (EDPg)).

Démonstration. D’apres la proposition (I11.32), on a

1QI“S | vQ| %,

J@) =",
el ”(1 )10,
ENTTEN
- ClQ|?

ou C := s95/2(1 - 5)1-(45/2). De méme, on a

1 1
AQ) - —||vc2||12 Qs —§||Q|3’;q

L e
- Sy Qe + 5100 - s el
= D[Q]7
oﬁD::%.NotonsqueD>Ocarq>2ets<1. n

Remarque 11.34. La terminologie ground states est souvent employée dans la
littérature afin de désigner les solutions de (EDP()) qui réalisent le minimum
global de J. Il faut cependant se méfier d’une telle terminologie puisque,
comme nous l’avons vu, ces solutions sont minimales en (au moins) cing sens
différents. Ainsi, il faut savoir quelle fonctionnelle est minimisée lorsqu’on
emploie une telle expression, a moins de s’étre au préalable assuré que les
procédés de minimisations étaient « cohérents » comme 1’assure la proposition
précédente.
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1.5 Cas « q=2*», résultat de G. Talenti

Dans le cas limite « ¢ =2* » (ou N > 3), on considere l'inégalité
Jullg2r < Cf VL.

Ce cas a été traité par G. Talenti dans [38]. Citons son théoréme principal.

Théoréme I1.35 (Talenti 1975). Soit N > 2. Pour tout p € |1, N[, il
existe C, >0 tel que
lull o < CplVul Lo

pour toute fonction u € WHP(RN) ou

*

Np
p —_—

= N _p_
Les fonctions qui réalisent ’égalité sont données par

.

N
u(z) = (a+blz—zo|p-1) P

ot a,b>0 et xgeRN.

Remarque 11.36. L’exposant p* est 'exposant critique des plongements de
Sobolev pour 'espace W1P(RY) (voir le théoréeme A.41).

La preuve de Talenti utilise des techniques de réarrangement suivie d'une
analyse unidimensionnelle en la variable radiale. Elle utilise notamment un
résultat proche d’une inégalité unidimensionnelle due a Bliss (voir [38, 7,
Lemma 2]). Cette inégalité permet notamment de montrer que l'espace H}(RV)
s’injecte dans L?"(RY) alors que les inégalités menant a I'injection compacte
de H(RY) dans L9(RYN) pour ¢ € ]2,2*[ ne permettent pas « naivement » de
prouver l'injection de H}(RY) dans L (RYN).

Gréce aux résultats du chapitre suivant concernant 1’équation (EDPy),
nous parviendrons a déterminer tous les cas d’égalité dans l'inégalité de
Gagliardo-Nirenberg. Nous obtiendrons ainsi un résultat semblable a celui
de Talenti lorsque ¢ € ]2, 2*[.
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Chapitre Il

Propriétés qualitatives

Dans ce chapitre, nous poursuivrons I’étude en dimension N > 2 des

solutions H'(RY) de I’équation

-AQ+Q=1QI"*Q (EDPg)

ol 2 < ¢ < 2*. Nous nous intéresserons en particulier aux solutions H'(RV)
positives de (EDPy). Il s’agit par définition des solutions non nulles de cette
équation qui sont positives sur RV.

Nous allons nous atteler successivement aux taches qui suivent.

Prouver que les solutions positives de I’équation (EDP() sont strictement
positives grace au principe du maximum.

Démontrer que les solutions positives de (EDPg) sont de classe C* en
utilisant une technique de bootstrap C*9.

Prouver que toutes les solutions H'(RY) positives de (EDPg) sont a
symétrie radiale. Nous utiliserons la méthode du « moving plane » dé-
veloppée par B. Gidas, W.-M. Ni et L. Nirenberg dans [19]. Nous nous
basons fortement sur la présentation de cet argument par T. Tao dans
[40, Appendix B].

Montrer que les solutions H!(RY) a symétrie radiale de (EDPy,) et leurs
dérivées premieres et secondes ont une décroissance exponentielle a 1'in-
fini. La preuve présentée est issue d'une discussion avec C. De Coster et
C. Troestler a propos d’'une démonstration de Strauss (voir [36, Theo-
rem 3|). Le résultat de décroissance des dérivées est basé sur un article
de H. Berestycki et P.L. Lions (voir [5, Lemma 2]).

Montrer comment la preuve de I'unicité des solutions H'(RV) \ {0} po-
sitives de (EDP() se ramene a I'étude d’une équation différentielle.

75
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o Utiliser les résultats qui précedent afin de déterminer toutes les solutions
H'(RY) d’énergie minimale de (EDP()) et en déduire tous les cas d’égalité
dans l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg.

I11.1 Solutions positives
111.1.1 Stricte positivité

Théoreme III.1. Si Q) est une solution positive de (EDP() alors @ est
strictement positive sur RNV,

Démonstration. Supposons par absurde qu’il existe xg € RV tel que Q(xp) =
0. Pour tout R > 0, considérons Qg := B(zg, R). Alors, @ > 0 sur 00 et
~AQ +Q =Q%1 >0 sur Qp. Deés lors, d’apres le principe du maximum fort
pour l'opérateur u — —Au + u (voir le théoréeme B.1), @ s’annule sur Q.
Ceci étant vrai pour tout R >0, on en déduit que ) s’annule sur RY. Nous
obtenons ainsi une contradiction car () est non nulle par hypothese. O

11.1.2 Régularité C*>

Nous allons montrer que les solutions positives de I'équation (EDP()) sont
de classe C>(RY). Nous utiliserons une méthode de bootstrap comme pour
le théoreme de régularité (I1.24), mais cette fois nous travaillerons dans les
espaces de Holder CH9(RYN) au lieu des espaces de Sobolev W#?(RN). Nous
utiliserons le résultat suivant concernant l’équation —Awu + u = f dans les
espaces de Holder (cas particulier de [20, Theorem 6.17]).

Théoréme II1.2 (Théorie C*¢(RY) pour I'équation —Au+u = f). Soient
keN, 0 e]o,1[ et f e CFHRN). SiueC3RN) est une solution de
Iéquation —Au +wu = f alors u appartient a C*+%0(RN).

Théoreme II1.3. Si Q) est une solution positive de (EDP() alors @ est
de classe C*(RY).

Démonstration. Soit () une solution positive de (EDPg). D’apres le théoreme
I1.24, @ est de classe C2?(RY) pour tout 6 € ]0, 1[. Montrons que @ appartient
a CH?(RN) pour tout k € N.
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C’est le cas pour k < 2. De plus, si @ appartient a CH/(RN), @ est en
particulier de classe C*(R™). Donc Q7! est de classe CK(RY) car @ est stric-
tement positive sur RV. En particulier, @ est de classe CF-1¢(RN). D’apres
le théoreme I11.2, on en déduit que @) appartient a C**1/(RYN).

En itérant ce raisonnement, on en déduit que @ appartient a CH¢(RY)
pour tout k € N et tout 6 € |0, 1[. En particulier, Q) est de classe C*(RY). O

Remarque 111.4. Dans la preuve, nous pouvons nous permettre d’affaiblir un
peu la régularité afin de ne pas utiliser de compositions dans les espaces de
Holder. 11 s’agit uniquement d’une astuce pratique, qui suffit dans notre cas,
puisqu’on gagne suffisamment de régularité a chaque étape.

Notons que nous n’avons pas employé les espaces Cfﬁf(RN ) mais unique-
ment les espaces C*¢(RY). En effet, la non-linéarité fait intervenir la fonction
t — ti~1. Les dérivées d’ordre élevé de cette fonction font intervenir des expo-
sants négatifs. Puisque la fonction () converge vers 0 a I'infini, on ne s’attend
pas a obtenir un contrdle uniforme de ces dérivées sur RV.

Une alternative a l'utilisation des espaces de Holder consiste a faire un
bootstrap VV{;?(RN ) pour des k € N de plus en plus grands en utilisant la
théorie I/Vllf)f(RN ) pour I'équation —Au +u = f. Comme pour les espaces de
Holder, on ne s’attend pas a obtenir des estimées globales sur RV a cause de
puissances d’exposant négatif de Q).

I1.L1.3 Symétrie radiale, méthode du moving plane

L’opérateur laplacien A = Y,y 0;; commute avec les translations. Il
commute également avec les transformations orthogonales.

Proposition III.5. Si u € C2(RY) et g € O(N), alors le laplacien de la
fonction v(x) :==u(g-x) au point x € RN est égal a (Au)(g-x).

Démonstration. Le laplacien de v au point x est donné par la trace de la
matrice hessienne (&jv(x)) LN Par dérivation en chaine, cette matrice
est égale au produit
T
g (@‘ju(g'x))lgi,jgvg

ou T désigne la transposition. On conclut puisque la matrice g7 g est égale a
la matrice identité (car g est une matrice orthogonale) et car

trace(gh) = trace(hg)

pour tout couple de matrices g, h de taille N x V. O
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Proposition III.6. Soient @ € H'(RN) une solution positive non-nulle
de (EDPg) et € € S(0,1). Alors il existe t € R tel que () est symétrique
par rapport a Uhyperplan {x e RN |z - & =t}.

Démonstration. > Etape 1 Introduction d’un paramétre « temporel »

Etant donné ¢ € R, considérons le demi-espace fermé H, défini par
Hy={veRVN |z &>t}
La réflexion orthogonale osp, par rapport a OH, est donnée par

oom,(x) =x - 2(x-£-1)¢

d’apres la proposition [.43.

Pour la suite de 'argument, il est utile de paramétriser tous les espaces
H; par un méme demi-espace. On pose H := Hy (pour alléger les notations),
autrement dit, H = {z € RV | - £ > 0}. Pour tout x € RN, on a ogy(z) =
x-2(x-&)E. Remarquons que si z € RY et t € R, on a les liens suivants entre
H; et H et entre leurs symétries associées :

Hy={té+z|xeH},
oom,(t&+x) = (tE+x) - 2((tE +x) - E-t)E =t + opu ().

On définit pour tout ¢ € R une fonction u; : RN — R par

u(z) = Q(t + oom(2)) — Q(EE + ). (T11.1)

D’apres les calculs qui précedent, la fonction u; s’annule sur H si et seulement
si @ est symétrique par rapport a H;. Puisque @ est de classe C*(RY) et
converge vers 0 & l'infini ainsi que ses dérivées premieres (d’apres les théo-
remes [1.24 et 111.3), u; posseéde ces mémes propriétés. De plus, u, s’annule
sur 0H.

Remarquons finalement que u, converge uniformément en x vers u; lorsque
s — t. En effet, () est uniformément continue sur RV car @) est continue et
converge vers 0 a l'infini. De méme, Vu, converge uniformément en z vers
Vu; lorsque s — t puisque les dérivées premieres de () sont des fonctions
continues convergeant vers 0 a I'infini.

> Etape 2 EDP satisfaite par u,
Le laplacien de la fonction z ~ Q(tf + aaH(x)) au point z € RN est égal

a (AQ)(t£ + aaH(x)) car le laplacien commute avec les translations et les



II1.1 — Solutions positives 79

transformations orthogonales (voir la proposition I11.5). D’apres I’équation
(EDPg), on en déduit que

~Au(z) = [(Qte + oom ()" - (Qt€ +2))" ]
- [Q(tf +oar()) - Q(tE + 37)]
- [(Qt€ + oon(x)))" = (Q(te +2))" ']~ w(x). (I11.2)

D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢ ~ 7,
il existe une fonction 6(a,b) telle que 'égalité

(b-a)f(a,b) =b"—a?
est vérifiée pour tout a,b > 0 et telle que
0(a,b)| < pmax(a,b)P*. (I11.3)

En prenant a = Q(t€ + oo (x)), b=Q(t +x) et p=q -1, 'égalité (I11.2)
se réécrit comme

- Aug(z) = u(2)[0(QEE + oom(2)), Q(tE +)) - 1]. (111.4)

> Etape 3 Conséquence de la non-positivité de u, sur H

Supposons qu’il existe t € R tel que u; est strictement négative en un point
de H. Puisque u; s’annule sur OH, est continue et converge vers 0 a l'infini,
il existe un point z; a Uintérieur de H tel que u(x;) = ming.mu(z). En ce
point, on a uy(z;) < 0 et —Awuy(zy) < 0. D’apres I'égalité (I111.4), on en déduit
que

0(Q(tE + oom (1)), Q(tE + 1)) > 1.

La majoration (III.3) implique que

(¢ - 1) max(Q(t¢ + oo (2,)), QU + 1)) 2 1.

Puisque us(x;) <0 et vu la définition de u;, on a

QL& + oon () < QI + ).
On obtient donc .
QU +x) > (g 1),
ce qui implique que
|16 + x| < R(p, Q) (IIL.5)

pour une certaine constante R(p,Q) > 0 puisque @ converge vers 0 & l'infini
(voir le théoreme 11.24). Notons que la constante R(p, Q) est indépendante
de t, ce qui sera important dans la suite de la preuve.
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> Etape 4 « Induction continue » sur le paramétre ¢
Considérons ’ensemble

T :={toeR|Vt>ty, uy >0 sur H}.

Remarquons que :
o sitgeT, alors pour tout sq > ty, on a sg €T ;
o l'ensemble T est fermé, par continuité en ¢ de wuy ;

« l'ensemble T est non vide. Montrons que lintervalle |R(p, @), +oo[ est
inclus dans 7. En effet, sinon il existe ¢t > R(p, Q) et x; € H atteignant le
minimum global de u; sur H et tel que u(x;) < 0. De plus, on a

(tE+xy)-E=t+m-E21

car z; appartient a H et £ est de norme 1. Donc [t + x| > t > R(p, @), ce
qui contredit l'inégalité (I11.5);

o l'ensemble T n’est pas égal a R. En effet, sinon u; est positive sur H pour
tout t € R, c’est-a-dire qu’on a

Q(té +oap(x)) 2 Q(t€ + ) (111.6)

pour tout ¢ € R et x € RY. Montrons que (II1.6) implique que @ est
nulle. Soit zg € RN. Si s est suffisamment grand, zy + s§ appartient a
H. Dans ce cas, on prend x = zo + s§ et t = —s dans (II1.6). Puisque
oo () = oo () — s&, on obtient

Q(oam (o) —258) 2 Q(xp).

Or, Q(oau (o) —25£) converge vers 0 lorsque s - +o0o puisque () converge
vers 0 & l'infini. Donc Q(zg) = 0.

D’apres les points précédents, il existe t € R tel que T = [¢, +oo].

> Etape 5 Symétrie de  par rapport & 9H,

Considérons la suite (t,)ns1 = (t — %)nzl. Vu que t, n’appartient pas a T et
d’apres les résultats de 1'étape 3, u;, admet un minimum global x; € H tel
que uy, (x4,) <0 et [t,€ +24,| < R(p, Q).

La suite (t,)n>1 est bornée car elle converge vers t. La suite (x4, )n>1 €st
aussi bornée (car (t,€ + x4, )ns1 l'est). Quitte a passer & une sous-suite, on
peut supposer que x;, converge vers un certain x, € RN. L’ensemble H étant
fermé, x, appartient & H. Etant donné que uy, () < 0, que uy, (4, ) converge
vers uy(z,) et que uy > 0 sur H car t € T, on en déduit que u(z,) = 0. Par
conséquent, z* est un minimum global de u; sur H.
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D’apres 1’égalité (I11.4), la majoration (I11.3) et vu que @ est bornée sur
RN il existe k € R tel que

= Aug(z) + kug(z) 20 (IIL.7)

pour tout x € H. On distingue deux cas.

« Six, appartient a 'intérieur de H, le principe du maximum fort pour les
fonctions positives appliqué a (I11.7) (voir le théoréeme B.2) implique que
uy s’annule sur H.

e Si x, appartient au bord de H alors, d’apres le lemme de Hopf pour
les fonctions positives (voir le théoréme B.4) appliqué a (II1.7), on a
€-Vui(z,)>0. On pose a:=¢-Vuy(x,).

Par convergence uniforme de Vug vers Vu, lorsque s — t (voir la fin de
I'étape 1), il existe § > 0 tel que & - Vu,(x) > § pour tout s € [t -4, + ]
et tout x € H n B(x*,9).
Soit s € [t —d,t + 0]. Etant donné que u, s’annule sur le bord de H (qui
est orthogonal a &) et que £ - Vug(z) > 0 sur H n B(x*,0), on en déduit
que ug est strictement positive sur B(z*,d) nintH.
Vu que t,, converge vers t, il existe ng > 1 tel que t,, appartient a [t—0,t+0]
et x;, appartient a B(xz*,d) nintH pour tout n > ng. Si n > ng, on a
uy, (x4,) > 0, ce qui contredit la stricte négativité de uy, (x4, ).
Ainsi, on se trouve nécessairement dans le premier cas, la fonction u; s’annule
sur H et la fonction @) est symétrique par rapport a 'hyperplan affin 0H,. [

Corollaire ITL.7 (Symétrie radiale des solutions de (EDPy), a transla-
tion pres [40, Corollary B.9]). Soit Q) une solution positive de (EDP),
alors Q) est la translatée d’une fonction a symétrie radiale.

Démonstration. Nous allons utiliser plusieurs fois la proposition I11.6.

> Etape 1 Translation de Q

Appliquons la proposition I11.6 avec £ égal a chacun des vecteurs ey, ..., ey
de la base canonique de RY. En translatant (), on peut supposer que () est
symétrique par rapport a tous les hyperplans {x e RN | z; =0} ou 1 <j < N.
En particulier, Q(z) = Q(-x) pour tout z € RN,

> Etape 2 Symétrie de ) par rapport a tous les hyperplans passant
par ’origine

Soit & € S(0,1). D’apres la proposition I11.6, il existe ¢ € R tel que @ est
symétrique par rapport a 'hyperplan II; := {x € RV | z- £ = t}. Montrons que
t =0, c’est-a-dire que ’hyperplan II; passe par 1'origine.
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Supposons par I'absurde que t # 0. En utilisant alternativement la symé-
trie de @ par rapport a II; et 'égalité Q(x) = Q(—z), on obtient

Q(0) = Q(2t8) = Q(-2t§) = Q(4t8) = Q(-4t) = Q(6t8) = Q(-6t) = -

En itérant, on montre que pour tout k € N, Q(2kt§) = Q(-2kt) = Q(0).
Comme Q(0) >0 (car @ est strictement positive sur RV d’apres le théoréme
[I1.1), ceci contredit la convergence de @ vers 0 a l'infini.

> Etape 3 Conclusion

Soient x,y € RN tels que = # y et |z| = |y|. Puisque |z| = |y|, 'hyperplan mé-
diateur du segment [z, y] passe par 0 (voir la définition .64 et le lemme 1.66).
Des lors, u(x) = u(y) puisque u est symétrique par rapport a cet hyperplan.
Donc u est radiale. O

111.2 Solutions radiales

Soit ) € HY(RY) une solution radiale de (EDPy), par exemple une solu-
tion positive de (EDP() d’apres les résultats de la section précédente (mais
pas nécessairement).

D’apres le résultat de régularité prouvé dans le chapitre précédent (théo-
reme [1.24), @ est de classe C2(RY) et converge vers 0 a 'infini ainsi que ses
dérivées premieres et secondes.

L’hypothese de radialité permet d’écrire Q(z) = u(]z|) pour une certaine
fonction u. On notera la variable de u par t, ce qui sera utile pour avoir une
interprétation « dynamique » des raisonnements. La fonction ¢ — u(t) est de
classe C2([0,+oo[) et est telle que

0wu(0) =0, Jim u(t) =0, Jim dru(t) =0, Jim Onu(t) = 0.

(I11.8)
Sil1<i,j7<N etzeRN alorson a
2 2_ 2
Ouullal) Oualal) o) T i<
QW) =T 005
Ouullel) T~ Ol T sii# g
(I11.9)

En particulier, le laplacien de ) est donné par

AQ(2) = uule) + 2L oyu(la).

|
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D’apres ce qui précede et puisque @) est solution de (EDPg), u est solution
de ’'EDO
uu(t) + E20pu(t) + [u(t)9%u(t) —u(t) =0, (EDO,)

pour tout t € 0, +o0[, avec les conditions initiales

w(0) = Q(0),  du(0) =0.

111.2.1 Interprétation physique du probléeme, énergie

Considérons le probleme de Cauchy
{attu(t) + XL 0pu(t) + u(t)|2ut) —u(t) =0, >0,

Ouy
u(0) =y, Ju(0)=0. (EDO,,)

Remarque 111.8. Malgré la singularité en t = 0, on peut montrer de fagon
semblable a la preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz usuel que ce probléme
de Cauchy admet une unique solution u € C2([0,+o00[) pour toute condition
initiale y € R (voir par exemple [24, Chapter 4, Section 19]).
L’équation (EDO,,) se réécrit comme
N-1

@gtu(t) = - P

Gpu(t) = V' (u(t))

ol . 1
V(u) = ~|ul? - =u?
q 2

Deés lors, on peut interpréter u(t) comme la position au temps ¢ d’une parti-
cule de masse 1 dans le puits de potentiel V' soumise a une force de friction
(dépendant de la vitesse et du temps) —%8,@ et initialement au repos a la
position y au temps t = 0. En effet, la dérivée de V en u € R est donnée par
V'(u) = |ul|?2u — u donc la « force » |u|?72u — u dérive du potentiel V.

Un graphe du potentiel est présenté dans la figure I11.1. Les deux racines
non nulles (d’abscisses —r et r ot r = r := (¢/2)/(¢2)) et les deux minima

locaux (d’abscisses —1 et 1) du potentiel sont également indiqués.

V(u)

-1 1

_T\? /r u

—— ——

FIGURE III.1 — Graphe de V (u).
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Remarquons que le potentiel V' converge vers +oo lorsque u - —oo ou
u — +o0o. En particulier, V' est borné inférieurement sur R.

On définit ’énergie totale de la particule au temps ¢ comme la somme de
son énergie cinétique et de son énergie potentielle. Comme I'indique le lemme
suivant, la particule perd de I’énergie sous l'effet de la force de friction.

Lemme IT1.9 (Décroissance de 1'énergie). Soient 0 < Ty < Ty < +oo. Si
u e CH([Ty, T1[) est une solution de I’équation (EDO,,), alors la fonction

[To, Ti[ = Rt = L(0u(t))” + V (u(t))
est décroissante.
Démonstration. Soit t € [Ty, T1[. D’apres 1’équation (EDO,,), on a
Ou((0ru(®))” + V (u(1))) = D) Du(t) + V' (u(t))Dyu(t)
= atu(t)(—¥8tu(t))

= = (u(t))?
<0. ]

Corollaire IT1.10. Soient T >0, y € R et u € C1([0,T]) une solution du
probléme de Cauchy (EDO,,,). Alors il existe une constante C(y) > 0
indépendante de T telle que pour tout t € [0,T], on a

@) <Cy), 0wt < C(y).
Démonstration. D’apres le lemme de décroissance de 1'énergie, on a
2
5(Ou(t))” +V (u(t)) <V(y)

pour tout ¢ € [0,7]. Deés lors, la fonction ¢ — u(t) est majorée sur [0,7] par
une constante ne dépendant que de y car V(u(t)) < V(y) et car V converge
vers +oo lorsque u — —oo ou u — +o0. De plus, pour tout ¢ € [0,T], on a

|0yu(t)] < \/2(V(y) - LEFEV(Z)) O
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111.2.2 Décroissance exponentielle

Théoréme I11.11. Soit Ty > 0. Si w e C*([Ty, +o0[) est une solution non
nulle de I’équation (EDO,,) telle que

Jimo u(t) =0, Jim dru(t) =0,

alors pour tout 0 € ]0,1[, il existe T' > Tj tel que la fonction t — |u(t)| est
strictement positive et strictement décroissante sur [T,+oo[ et pour tout
t>T, ona

0 < [u(t)| < [u(T)]e D),

Démonstration. Pour tout t € [Ty, +oo[, on pose E(t) = %(3tu(t))2+V(u(t)).
La fonction t — E(t) est décroissante (voir le lemme I11.9).

Puisque u et d;u convergent vers 0 lorsque t — +oo, la fonction FE(t)
converge vers 0 lorsque t - +oo. Des lors, on en déduit que pour tout ¢ > Ty,
on a E(t) >0, c’est-a-dire

2
(Beu(t))” > u(t)? - 2lu(t)|".
Soit ¢ € ]0,1[. T existe T' > Ty tel que pour tout t > T, on a
u)]? <1-6%
Des lors, pour tout ¢t > 7', on obtient
(9u(t))” 2 62 (u(t))”. (IT1.10)

Ceci implique que Qyu(t) # 0 pour tout t > T. En effet sinon l'inégalité
précédente impliquerait que u(t) = dyu(t) = 0. Par unicité de la solution du
probléeme de Cauchy pour I'équation (EDO,), u serait identiquement nulle,
ce qui est exclu par hypothese. La fonction d;u ne change donc pas de signe
et, par conséquent, u(t) converge de manieére strictement monotone vers 0.
Des lors, on en déduit que :

e soit pour tout t > 7T, on a dyu(t) <0 et u(t) >0;
e soit pour tout ¢t > 7', on a dyu(t) >0 et u(t) < 0.
Considérons le premier cas, le deuxieme est similaire. Pour tout t > T,

I'inégalité (I11.10) implique que

—-0yu(t) > ou(t)
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d’ou
8tU(t) <=5
u(t)

En intégrant les deux membres de cette derniere inégalité de T a t, on en
déduit que pour tout t > T, on a

Inu(t) -Inu(T)<-0(t-T)

d’ou
u(t) < u(T)e D), O

Remarque 111.12. Le terme en u dans 'équation (EDO,,) est important afin
d’obtenir des majorations exponentielles. En effet, TEDO

@tu(t) + %&u(t) =0

admet la solution

2N si N > 3.

u(t) = {ln(t) si N=2,

Alors u est de classe C*°([1,+00[), de plus u et toutes ses dérivées convergent
vers 0 lorsque t - +o00 mais u ne converge pas exponentiellement vers 0 a
I'infini.

Théoréme I11.13. Si Q € H'(RYN) est une solution radiale de I’équation
(EDPg), alors, pour tout ¢ € 10, 1], il existe k > 0 tel que pour tout o € NV
tel que |a| <2 et pour tout x € RN, on a

0°Q()] < ke*¥.

Démonstration. On écrit Q(z) = u(|z|). Alors u est solution de (EDO,).
En exprimant les dérivées de ) en fonction de celles de u (voir les égalités
(II1.9)), on doit montrer que u, dyu et Jyu décroissent exponentiellement. On
sait déja que u, Oyu et Oyu convergent vers 0 lorsque ¢ — +oo (voir les égalités
(I11.8)).

Soit § € ]0, 1[. Remarquons qu'il suffit de prouver des majorations asymp-
totiques : en effet, si une fonction continue v € C([0,+oo[) est telle que
|v(t)] < ke™® pour tout ¢ > T ot T' > 0, alors en prenant

k= max(k, sup |v(1€)|e§t)7
te[0,7T7]
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on a |v(t)| < ke=% pour tout ¢ > 0.
D’apres le théoreme I11.11, il existe 1" > 0 tel que pour tout ¢t > T, on a

lu(t)] < Ju(T)|e 0T, (II1.11)

Pour la majoration exponentielle de 0,u, il est utile de réécrire 1’équation
(EDO,,) comme

(N1 0pu) (¢) =tV () (1 - u(t)|2).

En intégrant les deux membres de 1'égalité entre t; et ty (T <ty <ty < +00),
on obtient

t2
Y1 0u(ty) -tV ou(ty) = / sN’lu(s)(l - |u(s)|q’2) ds. (II1.12)
t1

En faisant tendre t, vers +oo et puisque u converge exponentiellement vers 0
lorsque ¢t - +00, on en déduit que la fonction ¢ — tV-10,u(t) admet une limite
c € R lorsque t — +o00.

Montrons que ¢ = 0. Supposons par I’absurde que ¢ > 0 (le cas ¢ < 0 est
similaire). Il existe 7' > 0 tel que tN"19,u(t) > § pour tout ¢ > T La fonction
croit donc vers 0 sur [T, +oo[, d’ott u(t) <0 pour tout ¢ > 7. Dés lors, on a

[u(®)] = —u(t) = f " Ou(s) ds > 5 f TN ds,
t ¢

ce qui contredit la décroissance exponentielle de wu.
D’apres ce qui précede, on a
tN1ou(t) —— 0.

t—+o0

En prenant ¢; =t et en faisant tendre ty vers +oo dans I’égalité (I11.12), on
obtient

C N u(t) = [ N () (1= u(s)[e?) ds (I11.13)

pour tout t > T

Soit ¢’ > 0 suffisamment petit pour que § + 0’ < 1. Quitte a prendre T’
plus grand, on peut supposer que |u(7")| < 1, que la majoration (II1.11) soit
valable pour § + &', c’est-a-dire que |u(t)| < e~ 0+ 1) <1 pour t > T, et que
tN-1e=0"t < 1 pour t > T. Avec ces informations, (IT1.13) implique

+o00
Vi> T, |0pu(t)| < 1N 0T / sNe™se705 s
t

+0o
!
< T1N (34T / e ds,

t

d’ou la majoration exponentielle de O;u.
Finalement, la majoration exponentielle de dyu se déduit de celles de u
et de dyu d’apres I'équation (EDO,,). ]
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Remarque 111.14. 11 est possible d’utiliser des hypotheses d’intégrabilité de )
pour prouver des résultats de décroissance exponentielle sur () si on ne sait
pas a priori que @) et ses dérivées premieres convergent vers 0 a 'infini (voir
[5, 36, Lemma 2]).

En fait, on peut se passer de I'hypothese de radialité. Ainsi, on peut
montrer que si @ € HY(RY) est une solution de I’équation (EDP) alors il
existe k>0 et 0 > 0 tels que

1Q(2)| < kel 18,Q(x)| < ke 0l

pour tout z € RN (voir [13, Theorem 8.1.1 (ii)]).

111.2.3  Unicité des solutions positives

Jusqu’a présent nous avons montré que, si @ € H'(RY) est une solution
positive de (EDPg,), alors @ est strictement positive, de classe C*(RY) et
converge exponentiellement vers 0 a l'infini ainsi que ses dérivées premieres
et secondes.

Dans cette section, nous verrons que l'unicité des solutions positives de
(EDP) se ramene a ’étude des solutions du probleme de Cauchy (EDO,, ).

A partir de maintenant, on ne s’intéressera plus qu’aux positions initiales
y strictement positives et on notera u, I'unique solution C2([0, +oo[) du pro-
bleme de Cauchy (EDO,,) (une telle solution existe et est unique, voir la
remarque [11.8).

La définition suivante permet de distinguer les comportements possibles

des solutions et intervient dans plusieurs études d’équations différentielles
liées aux solutions radiales d’EDP (voir [40, 29, 6, Appendix B]).

Définition II1.15 (Positions sous-critiques, critiques et super-critiques).
On dit qu’'une position y > 0 est :

o sous-critique si infygu,(t) > 0;

o critique si infou,(t) =0;

o super-critique si infyqu,(t) < 0.

Pour prouver 'unicité des solutions positives, il suffit de montrer qu’au plus
une position y est critique.

L’interprétation physique du probleme est utile pour l'intuition. On étudie
la trajectoire d'une particule lachée au repos dans le puits de potentiel a
partir de la position y et se déplagant sous l'effet du potentiel. La particule
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est ralentie sous l'effet de la force de friction —%@u, dont 'effet est de plus
en plus faible avec le temps.
La situation est la suivante (se référer a la figure I11.1).

e Si y est a gauche de la racine positive r du potentiel, alors la particule
possede initialement une énergie négative. Elle va redescendre dans le
puits de potentiel et se rapprocher de la position d’abscisse 1. Une telle
position y est donc sous-critique. Le méme comportement a lieu pour les
positions y a droite de r mais suffisamment proches de r.

o Pour une position y. particuliere a droite de r, la particule va se déplacer
vers la gauche, dépasser r et atteindre asymptotiquement la position 0
avec une vitesse de plus en plus faible. Ce cas correspond a l'unique
position critique ..

e Si y est a droite de cette position y., alors la particule a suffisamment
d’énergie pour dépasser la position u = 0 par la droite en un temps fini.
Ce cas correspond aux positions sur-critiques.

Les figures I11.2 et I11.3 illustrent le comportement des solutions.

D’une part, des portraits de phase (d’axes u et J;u) représentent 1’évolu-
tion des positions et des vitesses de particules partant au repos d’une position
initiale y. Sur ces portraits de phase :

o les courbes d’énergie constante sont indiquées en grisé. Elles sont symé-
triques par rapport aux deux axes des graphiques car 'énergie

2
(u(®))” + V (u(t))
est inchangée si on change le signe de u (car le potentiel V' est une fonction
paire) ou de 0, ;
o les courbes t — (u,(t),0u,(t)) pour différentes positions initiales y > 0
sont représentées en couleur.

La figure I11.2 concerne les solutions sous-critiques et critique. On constate
que lorsque la position initiale y est suffisamment petite, la solution w,, corres-
pondante converge vers 1. Pour la position y critique, la solution u, (tracée en
noir) converge vers 0 lorsque t - +oco. Ces propriétés sont également visibles
sur le graphique des solutions en fonction de t.

La figure I11.3 concerne les solutions sur-critiques. On constate qu’il existe
des solutions u, admettant plusieurs racines et convergeant vers -1 ou 1
lorsque t - +oco. On peut montrer qu’il existe des solutions u, admettant
un nombre arbitrairement grand de racines et convergeant vers 0 lorsque
t - +oo (ces solutions correspondent & des solutions H'(RY) non positives
de I'équation (EDPg), nous en reparlerons dans la conclusion du chapitre).

Le théoreme suivant reprend une partie des résultats affirmés dans la
discussion précédente.
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F1GURE III.3 — Solutions sur-critiques.

Théoreme III.16. [l existe exactement une position y. > 0 critique.
Toutes les positions y telles que 0 <y < y. sont sous-critiques. Toutes les
positions y telles que y. <y sont super-critiques.

Il n’est pas aisé de prouver les propriétés énoncées précédemment. Le théo-
reme [I1.16 a été démontré pour la premiere fois en toute dimension et pour
tout g € ]2,2*[ par Kwong en 1988 (voir [25]). Une preuve plus courte et plus
générale a été proposée par McLeod en 1993 (voir [29]) et est présentée dans
le cas de (EDO,,,) dans [40, Appendix BJ.
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Théoréme III.17. La solution H*(RY) positive de ’équation (EDP,)
est unique a translation pres.

Remarque TI1.18. Signalons qu’on peut prouver des résultats d’existence de
solutions radiales a des équations aux dérivées partielles a partir d’études
d’équations différentielles. Ces techniques permettent de remplacer ’approche
variationnelle présentée dans le chapitre précédent. Cette démarche est pré-
sentée dans l'article [6] de Berestycki, Lions et Peletier. Notons que des pro-
priétés d’intégrabilité des solutions (par exemple 'appartenance a H'(RY))
peuvent s’obtenir a partir de résultats de décroissance exponentielle de la
solution de I'EDO tels que ceux présentés dans le théoreme I11.13.

I11.3 Conclusion
111.3.1 Cas d’égalité dans I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Théoréme II1.19 (Ground states de I’équation (EDPy)). Les ground
states de l’équation (EDPy,), c¢’est-a-dire les solutions HY(RY) non nulles
de léquation (EDPg) qui atteignent le minimum global de la fonction-
nelle (1s)

_ [l vl z

JullZo

sont les fonctions de la forme x — pQ(x —xg) ou Q est l'unique solution
HY(RY) radiale positive de ’équation (EDPg), pe{-1,1} et xg e RN.

J(u):

Y

Démonstration. Soit u e HY(RY)\ {0} une solution de (EDP,)) atteignant le
minimum global de J. Par définition de J et puisque le passage a la valeur
absolue préserve la norme L? du gradient (voir la proposition A.31), |u| est
également un minimum global de J. La proposition I1.15 implique que |u]
est une solution de 1’équation

(1-5)|Vul. ] - |Vl

-Alu| +

2
wl? L.
STalt,

slul7.

Puisque w est une solution de I'équation (EDPg,), la proposition I1.32 im-
plique que
A-s)vulf. _ [vulz. _,

slulf slulg,

Donc |u] est une solution H'(RY) positive de I’équation (EDPg). D’apres le
théoréme TI1.17, on en déduit qu’il existe zg € RY tel que |u(x)| = Q(z — xo)
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pour tout x € RN. Puisque u est continue et que () ne s’annule pas, on en
déduit que u(z) = Q(x - xy) pour tout x € RN ou que u(x) = -Q(x—x¢) pour
tout z € RV, O

Théoréme II1.20 (Cas d’égalité dans l'inégalité de Gagliardo-Niren-
berg). Les minima globaux sur H'(RN)~ {0} de la fonctionnelle J sont
les fonctions de la forme

w(z) = pQ(Ax - x0))

ot 1 € RN{0}, A >0 et g € RN Il s’agit exactement des fonctions H'(RV)
non nulles qui réalisent le cas d’égalité dans linégalité de Gagliardo-
Nirenberg.

Démonstration. Soit u € H'(RV) \ {0} une fonction atteignant le minimum
global de J. La proposition I1.15 implique que u est solution de I’équation

I\ L
STz, STl

Il existe A, pu > 0 tels que la fonction x — plu(Ax)| est solution de I’équation
(EDPg) et est un minimum global de J (car J est invariante par dilatations
et homothéties). La conclusion s’ensuit d’apres le théoreme I11.19. O]

111.3.2 Autres solutions de I’équation

Signalons que 'équation (EDP()) possede également des solutions H'(RY)
qui changent de signe. Ainsi,

 pour tout m € N~ {0}, il existe des solutions H}(RY) données par Q(x) =
u(|z]) ol u possede exactement m racines (voir [45, théoréeme 4.6 et co-
rollaire 4.8, 4, théoréme 2.1]);

e si N=4ou N > 6, il existe une infinité de solutions H'(RY) de (EDPy)
qui ne sont pas radiales a symétrie pres et dont aucune n’est une translatée
d’une autre (voir [45, théoreme 1.31 et théoreme 3.13, 3, théoreme 2.1]).

D’apres les résultats de ce chapitre, aucune de ces solutions n’est positive.
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Annexe A

Fonctions C* a support compact,
convolution, espaces de Sobolev
et espaces de Holder

Cette annexe est basée principalement sur les livres d’analyse fonction-
nelle de M. Willem et de H. Brézis [44, 9]. Nous ne définissons que des espaces
de fonctions a valeurs réelles. On définit de facon analogue des espaces de
fonctions a valeurs complexes.

Dans les sections qui suivent, le naturel non nul N désigne la dimension
de l'espace RN et Q) désigne un ouvert non-vide de RN .

A.1 Fonctions C* a support compact

Définition A.1 (Support d’une fonction, espaces C¥(2)). Le support
d’une fonction u : €2 - R est défini par

suppu = {x € Q| u(x) £ 0},
ou 'adhérence est prise relativement a 2. Pour tout £ €e Nu{oo}, on pose
CH Q) = {u e CH(Q) ‘ supp u est compact dans Q}

On notera simplement C.(£2) := CO(£2).

Le lemme suivant permet de construire des fonctions C°.

95
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Lemme A.2. La fonction

fz) = {el/x six>0,

0 stx <0

est infiniment dérivable sur R, strictement croissante sur [0,+oo[ et son
support est égal a [0, +o0].

Démonstration. Prouvons par récurrence sur n € N que f est de classe C*(R)
de dérivée n® donnée par

FO) - {Pn(l/x)el/m sia> 0

0 siz<0
ou les P, sont des applications polynomiales. Pour n = 0, prenons Fy(z) := 1.

Si Daffirmation est vraie pour n € N, alors la fonction f(™ est nulle sur
]=00,0[. Sur 0, +oo[, f(™ est dérivable et sa dérivée vaut

FOD (1) = (_1/x2)(Pn(1/x) + (&cpn)(l/x))el/m

d’ou la conclusion en posant P,,1(z) := —22P,(x) + (0.P,)(z)). 1l reste a
vérifier que f(™ est dérivable en 0. Pour cela, on remarque que
) (z) = f(n) P.(1 1/
0 x S

Proposition A.3. Pour tout a,b e R tels que a < b, il existe une fonction
de classe C*(R), nulle sur ]-oo,a], strictement croissante sur [a,b] et
valant 1 sur [b, +oo|.

Démonstration. Considérons la fonction f du lemme A.2. Alors la fonction
x> f(x)f(1-2x) est de classe C*(R), strictement positive sur ]0,1[ et nulle
sur |-o0,0] U [0, +oo[. Des lors, la fonction

Pe)= [ F@0-a)de

est de classe C*°(R), nulle sur ]-o0,0], strictement croissante sur [0,1] et
constante sur [1,+oo[. Par conséquent, la fonction x ﬁF (ﬁ) vérifie les
propriétés de I'énoncé. O]
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Proposition A.4. Sir,s € R sont tels que 0 < r < s, alors il existe une
fonction C(RN) radialement décroissante, valant 1 sur B(0,r), stricte-
ment positive sur B(0,s) et nulle sur RN ~ B(0, s).

Démonstration. D’apres la proposition A.3, il existe une fonction £ € C*(R)
valant 0 sur |-oo, 7], strictement croissante sur [r, s] et valant 1 sur [s, +oo].
Alors la fonction ¢(z) := 1 -&(|z|) vérifie les propriétés de I’énoncé. En effet,
si z,y € RN sont tels que |z| < |y|, alors ¥ (z) > ¥ (y). O

Proposition A.5. Si K est un compact non vide inclus dans §2, alors il
existe une fonction o € C () telle que 0 < p <1 et valant 1 sur K.

Démonstration. Pour tout point z € K, il existe r, > 0 tel que la boule
B(z,r,) est incluse dans Q. La famille (B(x,r;/3))zcx forme un recouvre-
ment ouvert de K. Puisque K est compact, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini. Il existe donc un ensemble fini X ¢ K tel que K est inclus
dans 'union des B(x,7,./3) pour x € X. Pour tout x € X', on considére une
fonction ¢, valant 1 sur B(x,7,/3) et nulle en dehors de B(z,2r,/3). Une
telle fonction existe d’apres la proposition A.4. Des lors, la fonction

p(y)=1-TT(1=wa(y))

reX

vérifie les propriétés de I’énoncé. En effet, cette fonction :
e est de classe C™ car les ¢, le sont;
e vaut 1 sur K car, pour tout y € K, il existe x € X' tel que y € B(x,7,/2);

 a un support inclus dans 'union des B[z, 2r,/3] pour z € X. O

A.2 Convolution et régularisation

Notation A.6. La notation w cc (Q signifie que w est ouvert et que w
est un compact de Q.

Définition A.7. Définissons I'espace L () par

loc

Lo (9) = {u: Q— R| pour tout w cc €, uy, appartient & L' (w)}.
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Définition A.8 (Convolution). Si u € C.(RV), v e L{ (RV) et n > 1,
alors la convolution u * v est définie par

(wrv)@)= [ u@=yp@)dy= [ u(ee-y)ay

Théoréme A.9 (Dérivées d'une convolution). Si u € Li (RN) et p €
Ce (RN, alors p+ueC®(RN) et pour tout « e NV, on a

9%(p*u) = (9°p) *u.

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat pour les dérivées d’ordre 1
puis d’itérer. Supposons que |a| = 1. Pour tout x € RV et tout € >0, on a

<p»«u><x+ec?—(p>+u><x> [ pletca=y)=p=y) a4,

Or, £ (“m_ye)_p @=9) converge ponctuellement vers %p(z —y) et cette expres-
sion est bornée par la norme infinie de 0%p. Le théoréme de convergence
dominée implique que p * v admet une dérivée d’indice o donnée par

o (pru)(e) = [ 0= y)uly)dy = (@%p *u)(@). s

Définition A.10. Une suite d’unités approchées de convolution est une
suite (pn)ns1 de fonctions sur RV telles que

pn € CZ(RY),  supp p, € B[0,1/n], prndx=1, pn > 0 sur RY.
R

Ezemple A.11. Soit p € C(RY) une fonction radiale, positive, a support
dans B[0,1] et telle que [3v p(2)dz = 1. Une telle fonction existe d’apres la
proposition A.4 et quitte a multiplier p par une constante positive. Alors la
suite (pp)ns1 définie pour tout n > 1 par

pn() = n"p(nz)

est une suite d’unités approchées de convolution.
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Proposition A.12. Soient 1 < p< 00, (pn)ns1 une suite d’unités appro-
chées de convolution et uw e LP(S)). On pose

i(x) u(x) sixzel,
u(z) :=
0 st x e RV N Q.

Alors la suite ((pnﬂl)m) c C=(Q)NLP(Q) converge versu dans LP(€).

nzl =

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur & [9, Theorem 4.22]. O

Théoréme A.13. Pour tout 1 <p< oo, C=(2) est dense dans LP(S2).

Démonstration. Soit u e LP(§2). D’apres le théoreme A.12, il existe une suite
(Un)ns1 € C=(2) N LP(§2) qui converge vers u dans LP(2). Procédons par
troncature. Pour tout n > 1, on pose

K, ={zeQ||z|<n et dist(z,00) >1/n}

ou dist(z,00N) := inf{|x—y| ‘ Y€ 89} (avec la convention usuelle inf @ := +00).

Les (K, )qs1 forment une suite croissante de compacts de € tels que 2
soit égal a l'union des K,,. Pour tout n > 1, considérons une fonction &, de
classe C& (), telle que 0 <&, <1 et valant 1 sur K, (une telle fonction existe
d’apres la proposition A.5). Alors, les fonctions &, u,, appartiennent & C(€2)
pour tout n > 1 et la suite (&,u,),s1 converge vers u dans LP(2) d’apres le
théoréme de convergence dominée puisque (£, ),>1 converge ponctuellement
vers 1 sur 2. ]

Théoréme A.14 (Théoréme d’annulation). Si la fonction u € L ()
est telle que pour toute fonction p € Ce(£2), on a

f u(z)p(x)dz =0
Q
alors u est nulle presque partout sur Q.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout zg € RV et tout r > 0 tels
que B(zg,7) €, u est nulle presque partout sur B(zg,r). Quitte & translater
Zo et 2, on peut supposer sans perte de généralité que xo = 0. On considere
une suite (p,)ns1 d'unités approchées de convolution. Il existe ng > 1 tel
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que le support de p, est inclus dans B(xg,r/2) pour tout n > ng. On pose
v = ulp(gyrj2). D’apres le théoréme A.12, la suite (pn * V)1 coOnverge vers v
dans LP(RY). Or, pour tout n > 1, on a

(nx0)@) = [ u(y)pale - y)dy =0

B(zo,7/2)

puisque la fonction y — p,(z—y) appartient a C2(£2). On en déduit que v est
nulle presque partout sur RV, autrement dit que u est nulle presque partout
sur B(zg,r), ce qui conclut. ]

A.3 Convergence au sens des distributions

Définition A.15 (Convergence au sens des distributions pour les fonc-
tions L{ (€2)). Soient (up)ns1 € Li () et w € L (©). On dit que la
suite (uy)ns1 converge vers u au sens des distributions (sur ) si pour
toute fonction ¢ € C(£2), on a

/g;un(x)go(x)dxmfﬂu(x)go(x)dx

On note cette convergence par

D'(Q)
Uy — U.
n—o00

Remarque A.16. La limite au sens des distributions d’une suite de fonctions
est unique si elle existe. En effet, si une suite (u,),>1 converge vers des
fonctions u et v au sens des distributions, alors

/s;(u(x) - U(x))go(a:) dz=0

pour toute fonction ¢ € C2(£2), donc u et v sont égales presque partout
d’apres le théoreme d’annulation (théoreme A.14).

Remarque A.17. Dans le contexte de la théorie des distributions et des déri-
vées faibles, 'espace C2*(2) est souvent noté D(2), ce qui explique la notation
précédente.
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Proposition A.18. Soient p € [1,00], (uy)ns1 € LP(Q) et ue LP(Q). Si
(tn)ns1 converge faiblement vers u dans LP(Q2), alors (u,)ns1 converge
vers u au sens des distributions.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout p € [1, 00] et pour toute
fonction ¢ € C°(2), Papplication

u»[)u(w)g&(fv)dx

définit une forme linéaire continue sur LP(£2). O

A.4 Dérivées faibles et espaces de Sobolev

A.4.1 Définitions

Nous utiliserons la notation multi-indice pour les dérivées : si o € NV est
un multi-indice de longueur |a|:= a;y + - + ayy, on note 0% := 9y -+ .

Définition A.19 (Dérivées faibles). Soient un multi-indice o € NV et
deux fonctions f,ge LL (Q). On dit que g est la dérivée faible d’ordre o

loc
de f si, pour toute fonction ¢ € C(£2), on a

fo (2)0°p(x) da = (-1) fQ 9(2) () da.

Le théoréme d’annulation (théoréme A.14) assure que la dérivée faible
d’ordre « est unique si elle existe. Dans ce cas, on la note 9% f.

Remarque A.20. Un calcul d’intégration par parties montre que si f € C™(2)
alors pour tout « € NV tel que |a| < m, la dérivée (au sens classique) 0 f est
la dérivée faible d’ordre o de f (voir [44, Lemma 6.1.1]).

Remarque A.21. La dérivation faible satisfait des propriétés de linéarité et

de compatibilité avec les restrictions.

e Si deux fonctions u,v € L () admettent des dérivées faibles d’ordre «

alors, pour tout a,b € R, la fonction au +bv admet une dérivée faible égale
a ad®u + bo*v.
o SiwuelLi () admet une dérivée faible d’ordre a et si ' est un ouvert
inclus dans €, alors uo admet (0%u);r comme dérivée faible sur €.
Remarque A.22. Si une fonction u admet une dérivée faible selon a € NV qui

admet elle-méme une dérivée faible selon 3 € NV, alors u admet une dérivée
faible selon o + 8 et on a 9(9%u) = 9*+Pu.
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Proposition A.23 (Translations). Soient u € LL _(RN) et o € NV tels

que u admet une dérivée faible d’ordre o.. Pour tout xo € RN, la fonction
v(z) = u(x — x9) admet une dérivée d’ordre a donnée par (0°v)(z) =

(0%u)(x - xp).

Démonstration. Soit ¢ € C2°(RY). En utilisant la fonction z — ¢(z+x¢) dans
la définition de la dérivée faible d’ordre o de u, on obtient

./RN u(2)0%p(x + x0) da = (=1)l fRN O%u(x)p(x + x0) dz.

En posant y := x — xg, on a

| =200y dy = (1 [ uly-w0)(y) dy.

Donc y = 0%u(y — xo) est la dérivée faible d’ordre « de w. O

Définition A.24 (Espaces de Sobolev). Pour tout k > 1 et p € [1,00][,
I'espace de Sobolev Wk»(Q) est défini par

WHEP(Q) == {ue LP(Q) | pour tout a € NV tel que |af <k, 0%ue LP(Q)}
et est muni de la norme

1/p
ulwercoy = ( 5 uaauuip) |

o<k
L’ espace WEP(Q) est défini par

WEP(Q) := {ue Ll () | pour tout w cc €, uy, appartient a W"?(w)}.

loc loc

Lorsque p =2, on note H*(Q) := Wk2(Q). La norme de H¥() est asso-
ciée au produit scalaire

(u|v)grq) = Z (0%u | 0™) 12(q).-

o<k

Remarque A.25. L'espace W, (Q) est I'espace des fonctions LL () qui ad-
mettent une dérivée faible par rapport a toutes leurs variables. Tous les es-
paces WkP(Q) ott k> 1 et p e [1,00[ sont inclus dans W,-' (Q).

loc
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Remarque A.26. Si (tp)ns1 € WHFP(Q) et u e WFP(Q), alors (uy,)ns1 converge
vers u dans WFP(Q) si et seulement si pour tout o € NV tel que |a| < k,
(0“Uy, )ns1 converge vers 0%u dans LP($2).

Lemme A.27 (Fermeture du graphe de 0% pour la convergence au sens
des distributions). Soient o € NN, (fi)ns1 S LL () et f,g € L ().

loc
Si toutes les fonctions f, (n>1) admettent une dérivée faible d’ordre o

et st

D'(Q D'(Q
fn%’f et aafn%)gy

alors g est la dérivée faible d’ordre v de f, i.e. 0°f = g.

Démonstration. Soit p € C(RYN). Pour tout n > 1, on a

[ n@reyde = (-0 [ o fu(@)p(e) o

En passant a la limite pour n — oo, on obtient

[ H@e@)yde= (17 [ g(o)e(r)de.

Donc g est la dérivée faible d’ordre a de f. ]

Proposition A.28. Pour tout k> 1 et p € [1,00[, l'espace WkP(Q) est
un espace de Banach. Sip =2, l'espace H*(Q)) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (uy,)ns1 € WFP(Q) une suite de Cauchy dans Wkr(Q).
Montrons qu’elle converge dans W#»(Q).

Soit v € NV tel que |a| < k. La suite (0%uy, )ns1 est de Cauchy dans LP(£2).
Puisque LP(€2) est un espace de Banach, il existe v, € LP(2) tel que (0%uy, )ns1
converge vers v, dans LP(Q2). Désignons v € LP(Q2) la limite de (u,),s>1 dans
LP(Q). Tl reste a prouver que v appartient & W*P(Q) et que pour tout o € NV
tel que |o] < k, on a 0%v = v,. Or,

o la suite (uy,)ns1 converge vers v dans LP(€2), en particulier au sens des
distributions ;

o la suite (0%uy, )ns1 converge vers v, dans LP(2), en particulier au sens des
distributions.

Puisque le graphe de 0% est fermé pour la convergence au sens des distribu-
tions (voir le lemme A.27), on conclut que pour tout o € NV tel que |o] < k,
on a 9°v = v,. Des lors, v appartient a W*P(Q) et la suite (u,),s1 converge
vers v dans Wkr(Q). O
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A.4.2 Opérations dans les espaces de Sobolev

Définition A.29 (Gradient). Soit u € W' (Q). Le gradient de u est la
fonction Vu: Q — (L (2))"N définie par

loc

Vu := (alu, R ,6Nu).

Proposition A.30 (Dérivée faible d’une composition). Soient u € W-!(Q)

et f € CH(R) une fonction telle que supg|f'| < co. Alors foue W2 (Q)
et pour tout 1 <1< N, on a

9;(fou)=(f"ou)du.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [44, Proposition 6.1.13]. O

Proposition A.31 (Passage i la valeur absolue). Si u € W\ (Q), alors
lu| appartient @ WE(Q) et

V|u| = —1{u<0}Vu + l{u>0}VU.

En particulier, si u appartient a WP(Q) pour un certain p € [1,00[ alors
lu| appartient a W1P(Q). De plus, V|u| et Vu ont la méme norme LP.

Démonstration. Pour tout € > 0, définissons
fe(t) = Vi2 + &2
La fonction f; est de classe C*(R). Sa dérivée est donnée par

, t

fe(t) = ﬁa

est bornée sur R par 1 et converge ponctuellement vers la fonction

t e =10 (t) + 10,400 (1)-

D’apres la proposition A.30 concernant les dérivées d'une composition, on a

Oi(fe ou) = fl(u)ou.
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D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que

D’ D’
feou E’ |U|7 a’i(fs o U) j _1{u<0}aiu + 1{u>0}6iu'
e>0 e>0

Puisque le graphe de 0% est fermé pour la convergence au sens des distribu-
tions (voir le lemme A.27), on en déduit que u admet une dérivée faible selon
¢ donnée par

Oilul = _1{u<0}aiu + 1{u>0}aiu-

Si u appartient & WP(Q), 'expression précédente implique que V|u| et Vu
ont la méme norme LP. O

Proposition A.32. Si u € I/Vll’l(Q), alors pour tout k € R, la fonction

ocC
11y Vu est nulle presque partout sur €.

Démonstration. Quitte a remplacer u par u — k, on peut supposer que k = 0.
Pour tout € > 0, on définit

0 (0) = TP

La fonction g. est de classe C>(R). Sa dérivée est donnée par
t+e
VE+e)2+e?

est bornée sur R par 1 et converge ponctuellement vers la fonction

g:(t) =

=
V2

Comme dans la preuve de la proposition A.31, on montre que

t— —1],w,0[(t) + 1{0}(t) + 1]0,“,0[(25).

1
—21{u=0}8iu + 1{u>0}8iu.

%

Or, la proposition A.31 implique que

8Z|u| = —1{u<0}8iu +

Oilu| = —1(uc0y05u + Liys0y Oiu.

En égalant les deux expressions obtenues pour 0;|u|, on conclut que la fonction
1¢,-0)0;u est nulle presque partout. O
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Proposition A.33 (Maxima et minima). Si u,v € W' (Q), on a
1{u=v}vu = 1{u:v}vv'
De plus, max(u,v) et min(u,v) appartiennent a W' (Q) et on a

\VJ maX(u, U) = 1{U>U}VU + 1{U=U}VU + 1{u<v}vv7
Vmin(u,v) = Liusey VU + Liyoy Vo + L V.

En particulier, si u,v € W(Q), alors max(u,v) et min(u,v) appar-
tiennent a WHr(Q).

Démonstration. D’apres la proposition A.32, la fonction 1y, -0y V(u—v) est
nulle presque partout donc les fonctions 1y, Vu et 1y,—,) Vv sont égales
presque partout. On conclut en remarquant que

max(u,v) = 3 (u+v+|u—-1v|),
min(u,v) = 3(u+v - |u-vl)
et en appliquant la proposition A.31. O]

Les deux propositions suivantes se montrent directement a partir de la
définition des dérivées faibles et par le théoreme de changement de variables
pour les intégrales de Lebesgue.

Proposition A.34 (Changement de variables linéaires). Si T : RN — RY
est une application linaire bijective et u € I/Vli’cl(RN), alors uoT" appartient

a W (RN) et pour tout 1<i< N, on a
Oi(uoT) = Z (OjuoT) M;;

1N

0t (M;j)1<ij<n est la matrice de T' dans la base canonique. En particu-
lier, si u appartient a WIP(RN) pour un certain p € [1,00[ alors uoT
appartient a WhP(RN).
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Proposition A.35 (Translations et dilatations). Siue LL (RY), y e RV

loc
et A>0, on note :
e Tyu=u(-—y) limage de w par la translation de vecteur y ;
e Dyu=u(X-) limage de u par la dilatation de facteur \.

Siu admet une dérivée faible selon o € NV, alors on a
8Q(Tyu) = (80‘u)(- —y) = Ty(aau)
9*(Dau) = A1(9°u)(A-) = AN°lDy (9°w).

En particulier, si u appartient ¢ WkP(RN) alors Tyu et Dyu appar-
tiennent a WFP(RN) et pour tout c € NV tel que || <k, on a

Oé—ﬂ 1o}
[0°(Tyu) o = [0%ul o, [0*(Dru) | = N7 |0%u] 1.

A.4.3 Densité dans les espaces de Sobolev

Théoréme A.36. Soient (p,)ns1 une suite d’unités approchées de convo-
lution, a e NN et uwe LL_(RN) une fonction admettant une dérivée faible
d’ordre a.. On pose

. _ u(x) sizel, a -
i) = {0 siteRVNNQ (tn ) = ((Pn ) U)‘Q)nzl‘

Alors la suite (0%Uuy,)ns1 converge vers 0%u au sens des distributions.

Démonstration. D’apreés le théoreme de dérivation d’une convolution, les
fonctions w,, sont de classe C*(2) et sont telles que 0%u,, = (0%p,,) * .

> Etape 1 Théoréme de Fubini
Soit ¢ € C(2). Pour tout n > 1, on a

'/RN(ﬁo‘pn * ﬂ)(l’)@(l’) dx = ];N('[RN 80‘pn(x - y)a(y) dy)go(x) da
) [RN ﬂ(y)(fRN 9 pn(z = y)p(2) dx) dy (A1)

d’apres le théoreme de Fubini.

> FEtape 2 Majoration et convergence de ’intégrale interne
Soit y € RN. Pour tout n > 1, on obtient

Jon O pale=m)p(@)de = (-1 [ p(a-y)0p(x) da
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en intégrant par parties. Remarquons que pour tout n > 1, on a

‘[RN pn(z =y)9%p(x) dz

<Jo%e(x) | o m) (A.2)
car oy pn(z —y)dz = 1. De méme,

MN pn(x =) (9%p(2) = 0"¢(y)) dz| < [0%p(2) = 0*@(y) | L=(B10.1/m))

car le support p, est inclus dans B[0,1/n]. Deés lors,
fRN pn(x = y)0%p(x) dz —— 0%p(y).

> Etape 3 Conclusion
D’apres 'égalité (A.1), la majoration (A.2) et le résultat de convergence
ponctuelle établi au point précédent, on obtient

| o un(@)p(@)de — (<D [ a()o®e(y) dy

grace au théoreme de convergence dominée. Les égalités
(D! [ awoew)dy = (DF [ u@ore()dy= [ rum)e) dy

impliquent que la suite (80‘un)n> | converge vers u au sens des distributions
sur €. : O]

Proposition A.37 (Troncature et régularisation dans W1»(RN)). Soient
k>1,pe[l,00[, ue WLP(RN), (pn)ns1 une suite d’unités approchées de
convolution et & € C(RN) une fonction valant 1 sur B[0,1], nulle sur
RN\ B(0,2) et telle que 0 <& < 1.

Alors, la suite (£(x/n)(py * u))ml converge vers u dans WHP(RN).

En particulier, C(RN) est dense dans W1P(RN).

Remarque A.38. D’apres la proposition A.4, il existe des fonctions radiales &
satisfaisant les conditions de I’énoncé précédent.

Démonstration. Soit u € WLP(RN). On pose &,(x) :=&(x/n).
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> Ftape 1 Régularisation

Pour tout n > 1, on pose u,, := p,*u. D’apres le théoreme A.12, la suite (uy, )1
converge vers u dans LP(RV) et les fonctions u, sont de classe C=(RY).
D’apres le théoreme A.36, on a Qyu, = p, * Q;u pour tout 1 < ¢ < N. En
utilisant a nouveau le théoreme A.12, on en déduit que (J;u,)ns1 converge
vers O;u dans LP(RY). Donc la suite (u, )1 converge vers u dans W1P(RY),

> Etape 2 Troncature
Pour tout n > 1, on pose v, = &,u,. Les fonctions v, sont de classe C*(RY)
et a support compact. Pour tout 1 <i< N, on a (au sens classique)

az(fnun) = (azfn)un + gn(alun)

De plus :

o la suite ((0;&n)un)ns1 converge vers 0 dans LP(RY) lorsque n — oo en
utilisant Uinégalité |0;&,|p~ < |0:€|r=/n et le théoréme de convergence
dominée ;

o la suite (&,(0iu))ns1 converge vers d;u dans LP(RN) lorsque n — oo car
0<&, <1 et d’apres le théoreme de convergence dominée.

Donc la suite (&,uy)ns1 converge vers u dans W1P(RY) lorsque n — oo. Ceci
acheve la preuve car les fonctions §,u,, appartiennent a C(RY). O

A.5 Espaces de Holder

Définition A.39 (Régularité holdérienne). Soient un ensemble D ¢ RV,
une fonction f: D — R et un réel 6 € ]0,1[. On dit que la fonction f est

o uniformément 0-héldérienne sur D si le supremum

p =T
wwzfyD [z -y

est fini. On note I'espace des fonctions uniformément #-holdériennes
sur D par C% .(D);
o localement 0-héldérienne sur D si elle est uniformément 6-holdérienne

sur tout compact inclus dans D. On note I'espace des fonctions loca-
lement 6-holdériennes sur D par C/(D).

Les notions de régularité holdérienne permettent de définir des espaces
qui « quantifient la dérivabilité des fonctions ».
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Définition A.40 (Espaces de Holder). Si k € N et 6 € ]0,1[, on note
Cr(Q) espace des fonctions C¥(Q) dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k sont bornées et dont les dérivées partielles d’ordre
k sont uniformément #-holdériennes sur Q. On note C*?(Q) I'espace des
fonctions C*(2) dont les dérivées partielles d’ordre k sont localement

f-holdériennes sur €.

A.6 Plongements de Sobolev

Les preuves des théoremes suivants sont présentées dans [9, Section 9.3].

Théoréme A.41 (Plongement de Sobolev, [9, Corollary 9.13]). Soient
k> 1 un nombre naturel et p € [1,+oco[. Alors :

e sikp<N, ona
WHP(RY) ¢ L1(RY)

N, .
pour tout q € [p, N_ip] ;
e sikp=N, ona
WHe(RY) ¢ L1(RY)
pour tout q € [p,+oo[ ;

e sikp>N, ona
WHEP(RN) ¢ L= (RN).

Toutes les injections correspondantes sont continues.

De plus, si % est strictement positif et n’est pas entier, on pose

6::[MJ, g:= k=N _yp

p p

Alors, WE»(RN) s’injecte continiment dans C-0(RN). Plus précisément,

il existe une constante C'(N,p) > 0 telle que pour tout u € WFP(RN) et
aeNN ona:
e sila|<{, on a
0%u(@)| < C(N, p)[ulwen gy

pour presque tout v € RN ;
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e silal<t, ona
[0%u(z) = 0%u(y)| < C(N, p) |ullwsr eyl -yl

pour presque tout x,y € RN ;

e silal=¢, ona
0%u(z) = 0%u(y)| < C(N, p) [ulwrs@m)lz -y’
pour presque tout x,y € RN,

Remarque A.42. L’inégalité du cas |a| < £ se déduit de celle du cas |af = ¢,
voir [9, Note en bas de page 13 page 284].

Remarque A.43. Lorsque kp < N, le théoreme énoncé dans [9, Corollary 9.13]
mentionne uniquement l'injection de W*P(R¥) dans L4(RY) pour ¢ = N]\_fzp
mais le résultat tel qu’énoncé s’en déduit puisque LP(RV) n L9(RY) s’injecte
contintiment dans L"(R™) pour tout r € [p,q] d’apres l'inégalité de Holder
(voir [9, Theorem 4.6, Remark 2]).

Remarque A.44. Lorsque p =2 et N > 3, 'exposant % est I’exposant critique
du plongement de Sobolev pour I'espace H'(RY).

Théoréme A.45 (Rellich—Kondrachov, [9, Theorem 9.16]). Si Q est un
ouvert borné de classe C* dans RN (i.e. tel que O est une sous-variété
de classe C' de RN | woir les définitions de [9, Section 9.2]), alors :

e sSip< N, ona
Whe(Q) € LI(9Q)

pour tout q € [1, p*[ ou ]% = 119

_ L.
N’
e sip=N, ona
Whr(Q) c LI(Q)
pour tout q € [p,+oo[ ;
e sip>N, ona

W (Q) c C(Q).

Toutes les injections correspondantes sont compactes. En particulier,
Uinjection de W12(Q) dans LP(QQ) est compacte pour tout p € [1,00].
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Annexe B

Principe du maximum

Les résultats de principe du maximum qui suivent ont fait 1’objet d’un
cours donné par Madame Colette De Coster [16] et sont présentés dans [35,
Section 2.3, 28, Chapter 1, 20, Chapter 3].

Dans les énoncés des théorémes suivants, §2 désigne un ouvert connexe
non vide de RN,

Théoréme B.1 (Principe du maximum fort). Soient ¢ >0 et u € C?(2).
On suppose que —Au+cu > 0 sur Q0 et qu’il existe xg € () tel que zy est
un minimum de u sur S (i.e. tel que u(z) > u(xzg) pour tout x € Q) et tel
que u(xg) < 0. Alors u(z) = u(xg) pour tout x €.

On peut remplacer ’hypothese de positivité sur ¢ par une hypothese de
positivité sur wu.

Théoréme B.2 (Principe du maximum fort pour les fonctions positives,
[35]*Theorem 6). Soient c € R et u e C?(§2). On suppose que —Au+cu >0
sur €2 et que u > 0 sur Q. Alors soit u est identiqguement nulle sur €, soit
u est strictement positive sur €.

Démonstration. Siu n’est pas strictement positive sur 2 alors il existe xq € €2
tel que u(zg) = 0. Si ¢ > 0, on applique le théoréme B.1. Si ¢ < 0, on remarque
que —Au > —cu > 0 sur et on applique le théoreme B.1 a 'opérateur —A.
Dans les deux cas, on en déduit que u est identiquement nulle sur €2. [

113



114 Annexe B — Principe du maximum

Théoréme B.3 (Lemme de Hopf, [35*Theorem 8). Soient ¢ > 0, u €
C2(Q)NC(Q) et xg € IN tels que :

e u(zp)<0;

e u(x) >u(xy) pour tout x € Q;

e il existe yp € Q et r >0 tels que B(yo,r) € et tels que |zo—yo| = r.
St —=Au+cu>0 sur ) alors :

e ou bien u(x) =u(xg) pour tout x € ;

e ou bien lim supt_,ow < 0 pour toute direction v pointant

vers lextérieur de la sphére S(yo,1).

Théoréme B.4 (Lemme de Hopf pour les fonctions positives). Soient
ceR, ueC?(Q)nC(Q) et xge N tels que :

e u(zg)=0;

e il existe yo € Q2 et v >0 tels que B(yo,7) S Q et tels que |xg—yo| = 7.
Siuz0 et —Au+cu >0 sur €2 alors :

e ou bien u(x) =0 pour tout x € Q;

e ou bien lim supt_)ow < 0 pour toute direction v pointant

vers lextérieur de la sphére S(yo,T).

Démonstration. Si c > 0, on peut appliquer le théoreme B.3. Si ¢ < 0, il suffit
de remarquer que —Au > —cu > 0 et de conclure en appliquant le théoréeme
B.3 pour l'opérateur —A. O
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